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PøedmluvaPøedkládaný text pokrývá látku zaøazenou do pøedná¹ky \Sto
hasti
ké diferen-
iální rovni
e", kterou jsem v uplynulý
h patná
ti lete
h opakovanì konal. Èásteènìse dotýká i poznatkù vykládaný
h v pøedná¹ká
h \Markovské pro
esy" a \Vybranépartie ze sto
hasti
ké analýzy".Text je urèen poslu
haèùm, kteøí ji¾ úvodní kurs sto
hasti
ké analysy absolvova-li; 
harakter výkladu je dán vazbou na pøedná¹ku. Nejde o systemati
kou, o úplnostusilují
í uèebni
i sto
hasti
ké analysy. Cílem pøedná¹ky o sto
hasti
ký
h diferen-
iální
h rovni
í
h je poskytnout poslu
haèkám a poslu
haèùm základní pouèenío vybraný
h pokroèilej¹í
h te
hniká
h a výsled
í
h sto
hasti
ké analysy, pøièem¾otázky existen
e a jednoznaènosti øe¹ení sto
hasti
ký
h diferen
iální
h rovni
 tvoøíkostru výkladu. Dùkladnì je probrána Burkholder-Davis-Gundyho nerovnost, exi-sten
e øe¹ení rovni
 s lokálnì lips
hitzovskými koe�
ienty a markovská vlastnosttì
hto øe¹ení, formule varia
e konstant pro lineární rovni
e a její elementární dù-sledky. Dosti zevrubnì jsou pøedstaveny i exponen
iální martingaly a rùzné typyrepresenta
e spojitý
h lokální
h martingalù pomo
í Wienerova pro
esu. V¹e je tedypøipraveno pro theorii slabý
h øe¹ení, ji¾ v¹ak z dùvodù rozsahu nebylo mo¾no dotextu zaøadit. Jádrem výkladu jsou kapitoly 0{3, látka z ostatní
h kapitol byla propøedná¹ku vybírána s ohledem na pøedbì¾né znalosti poslu
haèek a poslu
haèù até¾ podle obsahu úvodního kursu v pøíslu¹ném ro
e. Kapitoly 4{7 jsou proto po-jaty jako v podstatì na sobì nezávislé, i za 
enu jisté redundan
e informa
í. Doapendixù byla odsunuta látka, která s vlastním obsahem pøedná¹ky nesouvisí, jev¹ak pro po
hopení dùkazù podstatná a pøitom se nelze spoléhat, ¾e ji studentispolehlivì zvládli.Bylo by výhodou, kdyby toto skriptum bezprostøednì navazovalo na uèební textk úvodní pøedná¹
e, který 
hystá pan kolega Hlubinka; bohu¾el tento text zatímexistuje jen v rovinì inten
í.Kon
ep
e mé pøedná¹ky o sto
hasti
ký
h diferen
iální
h rovni
í
h se formovalapod vlivem následují
í
h znamenitý
h knih:A. Friedman: Sto
hasti
 di�erential equations and appli
ations, Vol. 1, A
a-demi
 Press, New York 1975,I. Karatzas, S. E. Shreve: Brownian motion and sto
hasti
 
al
ulus, Springer-Verlag, New York 1988,�N.V. Krylov: Introdu
tion to the theory of di�usion pro
esses, Ameri
anMathemati
al So
iety, Providen
e 1995.S prospì
hem jsem nahlí¾el i do uèebni
eM. Meyer: Continuous sto
hasti
 
al
ulus with appli
ations to �nan
e, Chap-man & Hall/CRC, Bo
a Raton 2001,�Druhé vydání, se zmìnami jen minimálními, vy¹lo v tém¾e nakladatelství v ro
e 1991.iii



je¾ ov¹em sto
hasti
kým diferen
iálním rovni
ím sensu stri
to není vìnována. Vuvedený
h knihá
h lze naèerpat hlub¹í a soustavnìj¹í pouèení o vìt¹inì problémùve skriptu probíraný
h, jako¾ i nalézti odkazy na relevantní uèebni
ovou a mo-nogra�
kou literaturu i èasopise
ké publika
e. V textu literární referen
e vìt¹inouneuvádím, odkaz je poskytnut jen tam, kde u¾ívám èi uvádím nedokázaný výsledek,anebo v tì
h neèetný
h pøípade
h, kdy je tìsnì sledován 
izí výklad.Èesky psaná literatura o sto
hasti
ké analyse je nehojná a tomu odpovídá irozkolísanost èeské terminologie. Pro \optional sampling" pak { pokud vím { vùbe
èeský ekvivalent neexistuje a ¾ádný vhodný mne nenapadl, s ne
hutí jsem tedynásledoval usus a u¾ívám angli
ký termín v èeském textu.Pøedbì¾né znalosti nutné k èetbì textu zahrnují základní poznatky o Wienero-vì pro
esu a o spojitý
h martingale
h (vèetnì Doob-Meyerova rozkladu) a theoriisto
hasti
ké integra
e se spojitým martingalem jako integrátorem. Znalost Itôvyformule není formálnì nutná, ale je velmi u¾iteèná. V ilustraèní
h pøíklade
h seobjeví Girsanovova vìta, ale v základní
h partií
h textu není u¾ívána.��Podìkování. Kolegùm Danielu Hlubinkovi, Tomá¹i Hoskov
ovi a Martinu Ondre-játovi jsem zavázán za èetné konsulta
e. Martina Hofmanová a Jan Kalu¾a peèlivìpøeèetli star¹í verse textu a jeji
h pøipomínky mi pomohly uvarovat se mnohý
hnedopatøení.Pøi prá
i na skriptu jsem byl podporován grantem GAÈR 201/07/0237.

��Ètenáøka nebo ètenáø neznalí Girsanovovy vìty ov¹em postrádají motiva
i ke studiu kapitoly7 vìnované exponen
iálním martingalùm. iv
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0. Prùpravné výsledkyA. Názvosloví. Dohodnìme se nejprve na terminologii vztahují
í se k náhodnýmpro
esùm.Buï (
;F ;P) pravdìpodobnostní prostor, (E; E ) mìøitelný pro
es. E-hodnotovýnáhodný pro
es je soubor X = (Xt)t�0 = (Xt; t � 0) (F ; E )-mìøitelný
h funk
íXt : 
 �! E. Je-li to vhodné, nahlí¾íme na náhodný pro
es X té¾ jako na funk
iX : R+�
 �! E èi jako na soubor trajektorií X���(!) : R+ �! E, ! 2 
. Není-li Espe
i�kováno, rozumíme E = R. Místo o Rn -hodnotovém pro
esu hovoøíme zpra-vidla o n-dimensionálním náhodném pro
esu. Pro
es Y se nazývá modi�ka
e ná-hodného pro
esu X, jestli¾e PfXt 6= Ytg = 0 pro ka¾dé t � 0. Øekneme, ¾e pro
esyX a Y jsou nerozli¹itelné, pokud Pf! 2 
; Xt(!) = Yt(!) pro v¹e
hna t � 0g = 1.Pravíme, ¾e pro
es X s hodnotami v metri
kém prostoru E je spojitý (zprava spoji-tý), pokud jsou P-skoro v¹e
hny jeho trajektorie spojité (respektive zprava spojité)funk
e z R+ do E. Jsou-li X a Y zprava spojité pro
esy a Y je modi�ka
e X, pakjsou X a Y nerozli¹itelné.Filtra
í v (
;F ;P) se nazývá neklesají
í systém (Ft)t�0 sub-�-algeber F ; kla-demeF1 = Wt�0Ft. O ètveøi
i (
;F ; (Ft);P) budeme hovoøit jako o sto
hasti
kébasi nebo �ltrovaném pravdìpodobnostním prostoru. Øekneme, ¾e �ltra
e (Ft) spl-òuje pøedpoklad (UC) (z angli
kého \usual 
onditions"), jestli¾eF0 � fN 2 F1; P(N) = 0ga (Ft) je zprava spojitá, to jestFt = Ft+ � \v>tFv pro ka¾dé t � 0.K libovolné �ltra
i (Ft) lze vytvoøit oboha
enou1 �ltra
i ( ~Ft), de�novanou~Ft = \v>t�(Fv [N) pro t � 0;kde N = fN 2 F1; P(N) = 0g, je¾ pøedpoklad (UC) jistì splòuje.Náhodný pro
es X s hodnotami v mìøitelném prostoru (E; E ) se nazývá(i) (Ft)-adaptovaný, jestli¾e Xt je Ft-mìøitelná funk
e pro ka¾dé t � 0,(ii) mìøitelný, pokud je funk
eR+ �
 �! E; (s; !) 7�! Xs(!)B(R+)
F -mìøitelná,(iii) (Ft)-progresivnì mìøitelný, pokud je pro ka¾dé t � 0 funk
e[0; t℄�
 �! E; (s; !) 7�! Xs(!)B([0; t℄)
Ft-mìøitelná.1Angli
ky \augmented", èeský název není pøíli¹ ustálen.1



Je-li �ltra
e jasná z kontextu, hovoøíme prostì o progresivní mìøitelnosti. Polo¾meM = �A 2 B(R+)
F1; 1A je progresivnì mìøitelný pro
es	:Potom je M �-algebra (zvaná �-algebra progresivnì mìøitelný
h mno¾in) a Rd -hodnotový pro
es X je progresivnì mìøitelný, právì kdy¾ je zobrazení (t; !) 7�!Xt(!) M -mìøitelné. Pøipomeòme, ¾e d-dimensionální (Ft)-adaptovaný pro
es, je-ho¾ v¹e
hny trajektorie jsou zprava spojité, je progresivnì mìøitelný.V dal¹ím budeme pra
ovat takøka výhradnì s �ltra
emi splòují
ími (UC).2 Pøí-jemným dùsledkem pøedpokladu (UC) je napøíklad (Ft)-adaptovanost libovolnémodi�ka
e (Ft)-adaptovaného pro
esu a mo¾nost bez újmy na obe
nosti pøedpo-kládat, ¾e v¹e
hny trajektorie spojitého (respektive zprava spojitého) pro
esu jsouspojité (zprava spojité).Umluvme se, ¾e d-dimensionální pro
esM = (M i)di=1 budeme nazývat martingal(lokální martingal, L2-martingal), je-li ka¾dý z pro
esù M i, 1 � i � d, martingal(respektive lokální martingal, L2-martingal).Náhodný pro
es W nazýváme Wienerùv pro
es (Brownùv pohyb), jestli¾e(i) W (0) = 0 P-skoro jistì,(ii) W má spojité trajektorie P-skoro jistì,(iii) W má nezávislé pøírùstky, tj. W (tn) � W (tn�1); : : : ;W (t2) �W (t1) jsounezávislé náhodné velièiny, kdykoliv 0 � t1 < t2 < � � � < tn,(iv) pro v¹e
hna t; s 2 R+ , t > s, má náhodná velièina W (t) �W (s) rozdìleníN (0; t� s).n-dimensionálním Wienerovým pro
esem rozumíme n-ti
i W = (W i)ni=1 nezávis-lý
h Wienerový
h pro
esù. Je-li (Ft) �ltra
e, nazveme Wienerùv pro
es W (Ft)-Wienerovým pro
esem, pokud je (Ft)-adaptovaný a Wt �Ws, Fs jsou nezávislépro v¹e
hna t; s 2 R+ , t > s. Ka¾dý Wienerùv pro
es je zøejmì (FWt )-Wienerùv,kde FWt je oboha
ená kanoni
ká �ltra
e pro
esu W . (Kanoni
ká �ltra
e je mi-nimální �ltra
e, vùèi ní¾ je pro
es adaptovaný, tedy pro pro
es W je to �ltra
e��(Wr; r � t)�t�0.)V¹e
hny zavedené pojmy lze s oèividnými modi�ka
emi pou¾ívat i pro pro
esyindexované jen vhodnými podmno¾inami R+ .Na d-dimensionální pro
esy mù¾eme snadno roz¹íøit pojem støední hodnoty, èiobe
nìji Lebesgueova integrálu. Je-li (�;G ; �) prostor s mírou a f = (f1; : : : ; fn)� 2L1(�;Rd ) (oznaèení je zavedeno v apendixu A), pakZ� f d� = �Z� fi d��di=1;tedy (Lebesgueùv) integrál Rd -hodnotové funk
e je de�nován \po slo¾ká
h".2Ve zdr
ují
í vìt¹inì pøípadù nebude pøedpoklad (UC) podstatný pro platnost výsledkù, aleznaènì zjednodu¹í dùkazy. 2



B. Kvadrati
ká varia
e ví
edimensionální
h martingalù. Umluvme se, ¾e v¹e
h-ny vy¹etøované pro
esy budou de�novány na libovolné pevnì zvolené sto
hasti
kébasi (
;F ; (Ft);P) splòují
í (UC); spe
iálnì, hovoøí
e o martingale
h budeme mí-nit martingaly vzhledem k (Ft). �-algebru (Ft)-progresivnì mìøitelný
h mno¾inbudeme znaèit M .Ne
h» je M = (M i)di=1 spojitý d-dimensionální lokální martingal, M0 = 0. Po-lo¾me3 hhMii = �hM i;M ji�1�i;j�d:hhMii je zøejmì spojitý adaptovaný M d�d -hodnotový pro
es s trajektoriemi lokálnìkoneèné varia
e P-skoro jistì, hhMii0 = 0. Pro pro
es hhMii se èasto u¾ívá názevtensorová kvadrati
ká varia
e, nìkteøí autoøi ho znaèí hM;Mi. Pøímo z de�ni
eplyne, ¾e MM� � hhMii je M d�d -hodnotový spojitý lokální martingal. Je-li nadtoM L2-martingal, pak je MM� � hhMii martingal v M d�d aEMtM�t = EhhMiit; t � 0:Uka¾me, ¾e P-skoro jistì platí: hhMiit�hhMiis je symetri
ká positivnì semide�nitnímati
e, kdykoliv t � s � 0. Symetrie je zøejmá, positivní semide�nitnost plyne znásledují
í úvahy: pro ka¾dé z 2 Rd je pro
esM (z) = hz;MiRd =Pdi=1 ziM i reálnýspojitý lokální martingal, trajektorie jeho kvadrati
ké varia
e hM (z)i jsou P-skorojistì neklesají
í, 
o¾ implikuje0 � hM (z)it � hM (z)is = D dXi=1 ziM iEt � D dXi=1 ziM iEs= dXi;j=1�hM i;M jit � hM i;M jis�zizj= 
�hhMiit � hhMiis�z; z�Rdpro v¹e
hna t � s � 0. Buï Z � Rd spoèetná hustá podmno¾ina, pakP�! 2 
; 
�hhMiit � hhMiis�(!)z; z�Rd � 0 8t � s � 0; 8z 2 Z	 = 1;odtud na¹e tvrzení ji¾ plyne. Spe
iálnì, hhMiit je symetri
ká positivnì semide�nitnímati
e pro v¹e
hna t � 0 P-skoro jistì.Polo¾me hMi = Tr hhMii = dXi=1hM ii:3Výsledky vztahují
í se ke kvadrati
ké varia
i reálný
h martingalù jou pøipomenuty v apendixuC. 3



Pro
es hMi je spojitý a adaptovaný, P-skoro jistì má neklesají
í trajektorie ahMi0 = 0; nazývá se kvadrati
ká varia
e lokálního martingalu M . Pro
es kMk2 �hMi je lokální martingal, proto¾ekMk2 � hMi = dXi=1�jM ij2 � hM ii�a jM ij2�hM ii jsou lokální martingaly podle de�ni
e hM ii. Pro L2-martingalM jekMk2 � hMi dokon
e martingal a EkMtk2 = EhMit, t � 0. Spe
iálnì je tomu tak,pokud EhMi1 <1; v takovém pøípadì jsou naví
 M a kMk2 � hMi stejnomìrnìintegrovatelné martingaly, jak ukazuje lemma C.2.Pov¹imnìme si, ¾e hhMii 2 AClo
(R+ ; M d�d ) P-skoro jistì, právì kdy¾ hMi 2AClo
(R+ ) P-skoro jistì. Jedna implika
e je zøejmá, pøedpokládejme tedy, ¾e hMimá lokálnì absolutnì spojité trajektorie. Podle Kunita-Watanabeho nerovnosti (vizformule (C.10)) a de�ni
e hMi pro libovolná 1 � i; j � d platí��hM i;M jit � hM i;M jis�� � �hM iit � hM iis�1=2�hM jit � hM jis�1=2� hMit � hMis; t � s � 0;P-skoro jistì, tedy lokální absolutní spojitost trajektorií hM i;M ji plyne pøímo zde�ni
e absolutní spojitosti.Pøíle¾itostnì budeme u¾ívat vzájemnou varia
i dvou spojitý
h lokální
h martin-galù M a N v Rd , zavedenou pøedpisemhhM;Nii = �hM i; N ji�1�i;j�d:S reálným pro
esem hMi se pra
uje pohodlnìji ne¾ s mati
ovým pro
esem hhMii,proto si nyní odvodíme u¾iteènou representa
i tensorové kvadrati
ké varia
e.Pøipomeòme, ¾e funk
e f : R+ �! R lokálnì koneèné varia
e je, pro libovolnépevné T > 0, distribuèní funk
í znaménkové míry �f na �-algebøe B([0; T ℄). Je-lif dokon
e neklesají
í, lze �f uva¾ovat jako (obe
nì �-koneènou) nezápornou míruna B(R+). Není-li nebezpeèí nejasnosti, budeme psát df místo d�f . Opakovanìvyu¾ijeme následují
í jednodu
hý poznatek o znaménkový
h mírá
h.Pozorování 0.1. Buï J � R kompaktní interval a � (koneèná) znaménkovámíra na B(J) taková, ¾e �(I) � 0 pro ka¾dý interval I � J otevøený v J . Potomje � nezáporná míra.Spe
iálnì: � = 0, jestli¾e �(I) = 0 pro ka¾dý interval I � J otevøený v J .Dùkaz. Ne
h» je � = �+ � �� Jordanùv rozklad znaménkové míry �. Z pøedpo-kladu pozorování ihned plyne, ¾e �(G) � 0 pro ka¾dou otevøenou mno¾inu G v J ,4



to jest, �+(G) � ��(G) pro ka¾dou otevøenou G. Koneèné míry �+ a �� jsou jistìregulární,�+(B) = inf��+(G); G � B otevøená	; ��(B) = inf���(G); G � B otevøená	pro ka¾dou B 2 B(J). Odtud �+(B) � ��(B), B 2 B(J), tak¾e � je nezápornámíra. Q.E.D.Buï nejprve M spojitý d-dimensionální L2-martingal, M0 = 0. Zvolme i; j 2f1; : : : ; dg, i � j, a pro T > 0 zatím pevné de�nujme mno¾inové funk
e �ij a � naB([0; T ℄)
FT pøedpisem�ij(A) = E�Z T0 1A(s; !) d�hMi;Mji(!)(s)�;�(A) = E�Z T0 1A(s; !) d�hMi(!)(s)�: 9>>>=>>>; (1)(Promìnnou ! nebudeme v dal¹ím zpravidla vyznaèovat expli
itnì.) De�ni
e jekorektní: Pøednì, pro libovolné A 2 B([0; T ℄) 
 FT podle Kunita-Watanabehonerovnosti����Z T0 1A d�hMi;Mji���� � �Z T0 1A d�hMii�1=2�Z T0 1A d�hMji�1=2� Z T0 1A d�hMi � hMiT (2)P-skoro jistì. Dále, funk
e! 7�! Z T0 1A(s; !) dhM i;M jis(!); ! 7�! Z T0 1A(s; !) dhMis(!) (3)jsou FT -mìøitelné. To je oèividné pro mno¾iny A tvaru A = [a; b[� C, 0 � a < b,C 2 FT , je¾to pro nìZ T0 1A dhM i;M ji = 1C�hM i;M jib � hM i;M jia	a analogi
ky pro druhou z funk
í (3); dùkaz proto snadno zavr¹íme u¾itím Dynki-nova lemmatu.4 Odhad (2) nyní zaji¹»uje, ¾e funk
e (3) jsou integrovatelné a platí���ij(A)�� � �(A) � EhMiT <1; A 2 B([0; T ℄)
FT : (4)4Viz J. ©tìpán: Teorie pravdìpodobnosti, A
ademia, Praha 1987, Tvrzení I.1.5.5



(Poslední z nerovností (4) plyne z L2-integrovatelnosti náhodné velièiny MT .) U¾í-vají
e (4) pøesvìdèíme se snadno, ¾e �ij je znaménková míra a � je koneèná mírana B([0; T ℄)
FT a ¾e �ij je absolutnì spojitá vzhledem k �, �ij � �.OznaèmeMT restrik
i �-algebryM na [0; T ℄�
. Po
hopitelnìMT � B([0; T ℄)
FT a �ij jako znaménková míra naMT je absolutné spojitá vùèi zú¾ení míry � naMT . Podle Radon-Nikodymovy vìty existuje MT -mìøitelná funk
e %ij;T 2 L1(�)tak, ¾e �ij(A) = ZA %ij;T d� (5)pro ka¾dé A 2MT . Integrabilita %ij;T podle de�ni
e míry � znamená1 > Z[0;T ℄�
 j%ij;T j d� = E�Z T0 j%ij;T (s)j dhMis�;
o¾ implikuje, ¾e %ij;T (�; !) 2 L1([0; T ℄; �hMi(!)) pro P-skoro v¹e
hna ! 2 
.Uva¾me nyní, ¾e pro
es M iM j�hM i;M ji je martingal, podle de�ni
e tudí¾ prolibovolná 0 � s < t � T a ka¾dou mno¾inu C 2 Fs platíZC�M itM jt � hM i;M jit�dP = ZC�M isM js � hM i;M jis� dPneboli ZC�M itM jt �M isM js �dP = ZC�hM i;M jit � hM i;M jis�dP: (6)U¾iv¹e (5) na mno¾inu A tvaru A = [s; t[�C, C 2 Fs (je¾ jistì nále¾í MT , jeliko¾1A je adaptovaný zprava spojitý pro
es), dostanemeEh1C�hM i;M jit � hM i;M jis�i = �ij�[s; t[� C�= Z[s;t[�C %ij;T d�= E�1CZ ts %ij;T (r) dhMir�:Dosadíme-li do (6), vidíme, ¾e pro
esM itM jt � Z t0 %ij;T dhMi; 0 � t � T;je martingal. Podle tvrzení o jednoznaènosti vzájemné varia
e musí platithM i;M ji = Z �0 %ij;T dhMi na [0; T ℄ P-skoro jistì.6



Z jednoznaènosti vzájemné varia
e také plyne, ¾eZ �0 %ij;T dhMi = Z �0 %ij;U dhMi na [0; T ℄ P-skoro jistì;kdykoliv U > T . Znaménková míra �%ij;T (�; !)�%ij;U(�; !)�d�hMi(!) naB([0; T ℄) jenulová podle pozorování 0.1 pro P-skoro v¹e
hna ! 2 
, proèe¾ %ij;T = %ij;U �hMi-skoro v¹ude na [0; T ℄ P-skoro jistì. Je tedy zøejmé, ¾e lze de�novat progresivnìmìøitelný pro
es %ij tak, abyPnhM i;M jit = Z t0 %ij(r) dhMir 8t � 0o = 1:Pøedvedenou úvahu mù¾eme provésti pro libovolné indexy i � j. Pro i > j jedíky symetrii hhMii mo¾no polo¾it %ij = %ji, získáme progresivnì mìøitelný M d�d -hodnotový pro
es % = (%ij)1�i;j�d P-skoro jistì splòují
í % 2 L1lo
(R+ ; �hMi; M d�d )a hhMiit = Z t0 %(r) dhMir pro v¹e
hna t � 0: (7)Hodnotami pro
esu % jsou, vzhledem k jeho konstruk
i, symetri
ké mati
e, ovìøíme,¾e P-skoro jistì platí% je positivnì semide�nitní a Tr % = 1 �hMi-skoro v¹ude na R+ . (8)Ji¾ jsme ukázali, ¾ePn
�hhMiit � hhMiis�z; z�Rd � 0 8t � s � 0 8z 2 Rdo = 1;
o¾ v kombina
i se (7) dává P(
1) = 1, kde
1 = n! 2 
; Z ts 
%(r; !)z; z�Rd d�hMi(!)(r) � 0 8t � s � 0 8z 2 Rdo:Zvolme ! 2 
1 a T > 0. Pro z 2 Rd de�nujme znaménkovou míru � na B([0; T ℄)pøedpisem d� = 
%(�; !)z; z�Rd d�hMi(!):Z de�ni
e 
1 plyne, ¾e �(I) � 0 pro ka¾dý interval I � [0; T ℄, podle pozorování 0.1je proto � nezáporná míra. Ponìvad¾ T > 0 bylo libovolné, ukázali jsme vlastnì, ¾eZB
%(r)z; z�Rd d�hMi(r) � 0; z 2 Rd ; B 2 B(R+);7



platí, kdykoliv ! 2 
1. Pro ka¾dé z je tedy funk
e h%(�)z; zi �hMi-skoro v¹udenezáporná. Jistì staèí uva¾ovat jen z 2 Z, kde Z � Rd je spoèetná hustá podmo¾i-na, tak¾e tvrzení o positivní semide�nitnosti % plyne zøejmým zpùsobem. RovnostTr % = 1 se doká¾e z
ela analogi
ky, uvìdomíme-li si, ¾ehMit = TrhhMiit = Z t0 Tr %(r) dhMirpro v¹e
hna t � 0 P-skoro jistì.Pøejdìme k obe
nému pøípadu spojitého d-dimensionálního lokálního martingaluM s M0 = 0. Polo¾meRn = inf�t � 0; kMtk � n	; n 2 N :(Spe
iálnì tedy R0 = 0 a Rn %1 P-skoro jistì.) De�nujmeM (n) = M(�^Rn), n �1. Pro
esy M (n) jsou spojité omezené lokální martingaly, tudí¾ L2-martingaly, pronì¾, jak jsme ukázali, existují M -mìøitelné M d�d -hodnotové pro
esy %(n) splòují
íhhM (n)iit = Z t0 %(n)s dhM (n)is pro ka¾dé t � 0 P-skoro jistì.Kladou
e % = 1Xn=1 %(n)1f(t;!);Rn�1(!)�t<Rn(!)g (9)získáme progresivnì mìøitelný M d�d -hodnotový pro
es takový, ¾e (7) platí P-skorojistì, nebo» M (n)� (!) = M�(!); hhM (n)ii(!) = hhMii(!) na [0; Rn(!)[pro ka¾dé n � 1 pro P-skoro v¹e
hna ! 2 
 a indikátory vystupují
í ve formuli (9)jsou adaptované zprava spojité pro
esy, tedy M -mìøitelné.Není obtí¾né nahlédnout, ¾e i (8) zùstává v platnosti. Shrnuto:Tvrzení 0.2. Buï M spojitý d-dimensionální lokální martingal, M0 = 0. Potomexistuje progresivnì mìøitelný M d�d -hodnotový pro
es % tak, ¾e P-skoro jistì platí:% 2 L1lo
(�hMi; M d�d ), % je symetri
ká positivnì semide�nitní mati
e s Tr % = 1�hMi-skoro v¹ude na R+ ahhMiit = Z t0 %(r) dhMir pro ka¾dé t � 0:
8



Pøipou¹tìjí
e jistou volnost øeèi budeme nazývat % hustota hhMii vzhledem khMi.Poznámka 0.1. Ètenáøka znalá (nebo ètenáø znalý) hlub¹í
h vìt o derivování mìr mù¾ezkonstruovati pro
es % daleko ry
hleji a pohodlnìji, u¾ije-li následují
í tvrzení:5Buï � spojitá Radonova míra na B(R+) a ne
h» f 2 L1(�). Potomlimh#0 1�([x� h; x℄) Z[x�h;x℄ f d� = f(x)pro �-skoro v¹e
hna x 2 ℄0;1[.(Spojitostí � míníme: �(fxg) = 0 pro ka¾dé x 2 R+ , zlomek 0=0 interpretujeme jako 0.)Uva¾ujme (pro ka¾dé ! 2 
 zvlá¹») míry �hMi;Mji a �hMi na B([0; T ℄), T > 0. Pomo
íKunita-Watanabeho nerovnosti se pøesvìdèíme, ¾e �hMi;Mji � �hMi pro P-skoro v¹e
hna ! 2 
,buï ~%ij;T (�; !) odpovídají
í Radon-Nikodymova deriva
e. Je¾to oèividnì ~%ij;� (�; !) = ~%ij;T (�; !)�hMi(!)-skoro v¹ude na [0; T ℄, kdykoliv � > T , získáme �hMi(!)-lokálnì integrovatelnou (spe
iál-nì, skoro v¹ude koneènou) funk
i ~%ij(�; !) na R+ tak, ¾ehMi;Mjit = Z t0 ~%ij(s) dhMis pro v¹e
hna t � 0 P-skoro jistì.Ov¹em ~%ij uva¾ována jako funk
e na R+ � 
 nemusí být M -mìøitelná. Pro P-skoro v¹e
hna! 2 
 v¹ak limitalimn!1 hMi;Mjit(!)� hMi;Mjit� 1n (!)hMit(!)� hMit� 1n (!) = limn!1 �hMi;Mji(!)([t� 1n ; t℄)�hMi(!)([t� 1n ; t℄)= limn!1 1�hMi(!)([t� 1n ; t℄) Z[t� 1n ;t℄ ~%ij(s) d�hMi(!)(s)existuje a rovná se ~%ij(t; !) pro �hMi(!)-skoro v¹e
hna t 2 ℄0;1[. (Zlomky mají dobrý smysl,nebo» èitatel je 0, je-li jmenovatel nulový.) De�nujme proto%̂ij(t; !) = lim supn!1 hMi;Mjit(!)� hMi;Mjit� 1n (!)hMit(!)� hMit� 1n (!) ; t > 0; ! 2 
;%ij(t; !) = %̂ij(t; !)1f%̂<1g(t; !) pro t > 0; %(0; !) = 0; ! 2 
:Potom je %ij progresivnì mìøitelný pro
es a nutnì %ij(�; !) = ~%ij(�; !) �hMi(!)-skoro v¹ude naR+ pro P-skoro v¹e
hna ! 2 
, protohMi;Mjit = Z t0 %ij(s) dhMis pro v¹e
hna t � 0 P-skoro jistì, 1 � i; j � d:Opìt polo¾íme % = (%ij)1�i;j�d. Positivní semide�nitnost mati
e % plyne z positivní semide�nit-nosti hhMiit � hhMiit� 1k pro ka¾dé k � 1 a z rovnosti
%(t)z; z�Rn = limk!1 1hMit � hMit� 1k �hhhMiit � hhMiit� 1k iz; z�Rd � 0;je¾ platí, kdykoliv koneèná limita existuje. Analogi
ky se ovìøí,¾e Tr % = 1.5Jde o spe
iální pøípad vìty (8.7) z kapitoly VI knihy S. Saks: Theory of the integral, Hafner,New York 1937. 9



C. Sto
hasti
ký integrál. Nadále pra
ujeme na pevnì zvoleném �ltrovaném prav-dìpodobnostním prostoru (
;F ; (Ft);P) s �ltra
í splòují
í (UC); �-algebru (Ft)-progresivnì mìøitelný
h mno¾in znaèíme M .Na¹ím 
ílem je zavésti sto
hasti
ký integrál vzhledem k ví
edimensionálním spo-jitým lokálním martingalùm. Nejprve shròme poznatky o pøípadu jednodimensio-nálním, které budeme u¾ívat. Buï N (reálný) spojitý lokální martingal a 	 M -mìøitelný pro
es splòují
íP�Z t0 j	sj2 dhNis <1� = 1; t � 0: (10)(Ménì formálnì budeme pøedpoklad (10) opisovat slovy, ¾e 	 je sto
hasti
ky integ-rovatelný vzhledem k N .) Potom je sto
hasti
ký integrálIN (	) = Z �0 	s dNs = Z �0 	 dNdobøe de�nován a lze ho 
harakterisovat jako jediný spojitý lokální martingal IN (	)takový, ¾e1Æ IN (	)0 = 0,2Æ pro ka¾dý spojitý lokální martingal X P-skoro jistì platí
X; IN (	)�t = Z t0 	(s) dhX;Nis pro v¹e
hna t � 0: (11)Je-li R spojitý lokální martingal a � M -mìøitelný pro
es integrovatelný vzhledemk R, to jest P�Z t0 j�sj2 dhRis <1� = 1; t � 0;pak rovnost (11) pøe
hází na
IN (	); IR(�)�t = Z t0 	s�s dhN;Ris; t � 0:Odtud dostaneme hIN (	)i = Z �0 j	sj2 dhNis:Podle lemmatu C.2 zE Z t0 j	sj2 dhNis <1 pro v¹e
hna t � 010



plyne, ¾e IN (	) je L2-martingal, tedy EIN (	)t = EIN (	)0 = 0 aE����Z t0 	s dNs����2 = E Z t0 j	sj2 dhNis; t � 0:Pøipomeòme je¹tì vlastnost známou jako aso
iativita sto
hasti
kého integrálu:Ne
h» je R spojitý lokální martingal a 	 , � jsou progresivnì mìøitelné pro
esy.Pøedpokládejme, ¾e � je sto
hasti
ky integrovatelný vzhledem k R, a polo¾meN = Z �0 �s dRs:Je-li 	 sto
hasti
ky integrovatelný vzhledem k N , pak je 	� sto
hasti
ky integro-vatelný vzhledem k R aZ �0 	s dNs = Z �0 	s�s dRs P-skoro jistì.Uva¾ujme nejdùle¾itìj¹í spe
iální pøípad spojitého lokálního martingalu, (Ft)-Wienerùv pro
es W . Vzhledem k rovnosti hW it = t je sto
hasti
ký integrál IW (�)de�nován pro M -mìøitelné pro
esy � splòují
í � 2 L2lo
(R+) P-skoro jistì, to jest(není-li spe
i�kováno jinak, pøedpokládáme, ¾e R+ je opatøeno Lebesgueovou mí-rou) P�Z t0 j�sj2 ds <1� = 1; t � 0:Platí hIW (�)i = Z �0 j�sj2 ds;nadto E����Z t0 �s dWs����2 = E Z t0 j�sj2 ds; t � 0;pokud je pravá strana koneèná. Jinými slovy, pro ka¾dé T > 0 jeIW : L2([0; T ℄�
;M ; �
 P) �! L2(
;FT ;P);� 7�! Z T0 � dWlineární isometri
ké zobrazení. (To je s triviální modi�ka
í pravda i pro T =1: IWje isometrie z L2(R+ �
;M ; �
 P) do L2(
;F1;P).)11



Buï nyní M = (M i)ni=1 spojitý n-dimensionální lokální martingal a 	 : R+ �
 �! M m�n M -mìøitelný pro
es takový, ¾eP�Z t0 j	ij(s)j2 dhM jis <1�= 1; 1 � i � m; 1 � j � n; t � 0:Sto
hasti
ký integrál IM (	) de�nujeme \po slo¾ká
h" jako m-dimensionální pro
esIM (	) = Z �0 	 dM = � nXj=1 Z �0 	ij dM j�mi=1:Zøejmì je IM (	) spojitý lokální martingal a IM (	)0 = 0. Oznaèíme-li IM (	) =(I1M (	); : : : ; ImM (	))�, pak
IiM (	); IrM(	)�t = nXj;k=1Z t0 	ij(s)	rk(s) dhM j;Mkis= nXj;k=1Z t0 	ij(s)%jk(s)	rk(s) dhMis= Z t0 �	(s)%(s)	(s)��ir dhMis;kde % znaèí hustotu hhMii vùèi hMi. OdtudhhIM (	)iit = Z t0 	(s)%(s)	(s)� dhMisa 
IM (	)�t = Z t0 Tr�	(s)%(s)	(s)��dhMis:Z
ela analogi
ky lze odvodit, ¾ehhIM (	); IM(�)iit = Z t0 	(s)%(s)�(s)� dhMis;kdykoliv jsou 	 a � M m�n -hodnotové M -mìøitelné pro
esy sto
hasti
ky integro-vatelné vzhledem k M .Jestli¾e E
IM (	)�T = E Z T0 Tr�	s%s	�s � dhMis <1;12



pro nìjaké T 2 [0;1℄, je �IM (	); 0 � t � T � L2-martingal aE�Z t0 	s dMs��Z t0 	s dMs�� = E Z t0 	s%s	�s dhMis;E



Z t0 	s dMs



2 = E Z t0 Tr�	s%s	�s �dhMispro libovolné t 2 [0; T ℄, jak jsme vyjasnili v èásti B této kapitoly. .Integrujeme-li podle n-dimensionálního (Ft)-Wienerova pro
esu W , výrazy sezjednodu¹í. Díky nezávislosti hW i;W ji = 0 pro i 6= j, tudí¾ hhW iit = tI. ZøejmìhW it = nt a hustotou hhW ii vzhledem k hW i je konstantní mati
e 1nI. Sto
hasti
kýintegrál IW (�) je de�nován proM -mìøitelné M m�n -hodnotové pro
esy � splòují
íP� mXi=1 nXj=1 Z t0 j�ij(s)j2 ds <1� = 1; t � 0: (12)Pro
es IW (�) má tensorovou kvadrati
kou varia
ihhIW (�)ii = Z �0 �(s)�(s)� dsa kvadrati
kou varia
ihIW (�)i = Z �0 Tr��(s)�(s)��ds = mXi=1 nXj=1 Z �0 j�ij(s)j2 ds: (13)V prostoru mati
 M m�n zaveïme tzv. Hilbert-S
hmidtovu normu vztahemkAk = � mXi=1 nXj=1 jaijj2�1=2 pro A = (aij) 2 M m�n . (14)Snadno se nahlédne, ¾ekAk =pTr(AA�) = � nXj=1 kAejk2�1=2;kde fej ; j = 1; : : : ; ng je libovolná orthonormální base v Rn , a ¾e prostor M m�nopatøený normou (14) je Hilbertùv. Nebude-li expli
itnì øeèeno jinak, v M m�n budev¾dy uva¾ována norma (14). V novém oznaèení (13) pøe
hází vhIW (�)i = Z �0 k�sk2 ds13



a podmínku sto
hasti
ké integrovatelnosti (12) lze zapsati jako k�k 2 L2lo
(R+) P-skoro jistì. Tak jako v jednodimensionálním pøípadì, pro libovolné T > 0 de�nujesto
hasti
ký integrál isometri
ký operátorIW : L2([0; T ℄�
;M ; �
 P; M m�n ) �! L2(
;FT ;P;Rm);� 7�! Z T0 �s dWs(a podobnì pro T =1).Poznámka 0.2. Sto
hasti
ký integrál podle n-dimensionálního spojitého lokálního martinga-lu M jsme de�novali reduk
í k jednodimensionálnímu pøípadu. Touto pro
edurou jsme s
hopnizavésti sto
hasti
ký integrál proM-mìøitelné M m�n -hodnotové pro
esy takové, ¾emXi=1 nXj=1Z t0 j	ij(s)j2 hMjis <1 pro ka¾dé t � 0 P-skoro jistì. (15)Mohli by
hom postupovat pøímo: pro jednodu
hý pro
es�t = N�1Xi=0 �i1[ti;ti+1[(t); t � 0;kde 0 = t0 < t1 < � � � < tN a �i jsou Fti -mìøitelné náhodné velièiny z L2(
;M m�n ), polo¾ímepøirozenì Z t0 �s dMs = N�1Xi=0 �i�Mt^ti+1 �Mt^ti�; t � 0;a na ¹ir¹í tøídu integrandù sto
hasti
ký integrál roz¹íøíme imitují
e methodu u¾itou pro reálné pro-
esy. Pøitom se uká¾e, ¾e sto
hasti
ký integrál IM (	) existuje proM-mìøitelné M m�n -hodnotovépro
esy splòují
í Z t0 Tr�	s%s	�s �dhMis <1 pro ka¾dé t � 0 P-skoro jistì. (16)V¹e
hny vlastnosti sto
hasti
kého integrálu, které jsme odvodili za podmínky (15), zùstávají vplatnosti i za pøedpokladu (16). (Vzpomeneme-li na vzore
 pro kvadrati
kou varia
i sto
hasti
kéhointegrálu, vidíme, ¾e (16) je velmi pøirozený pøedpoklad, 
h
eme-li, aby sto
hasti
ký integrál byllokální martingal.) Z Kunita-Watanabeho nerovnosti snadno plyne, ¾e (16) je dùsledkem (15),obrá
ená implika
e neplatí. Buï h spojitý reálný martingal a k progresivnì mìøitelný pro
estakový, ¾e k =2 L2lo
(�hhi), tak¾e sto
hasti
ký integrál k vzhledem k h neexistuje. Polo¾me K =(k;�k), M = (h; h)�, pak je % 2 � 2-mati
e se v¹emi prvky rovnými 12 , proto K%K� = 0, av¹akpodmínka (15) splnìna není.Mo¾nost integrovati pro
esy splòují
í pouze (16) je mnohdy dùle¾itá, pro nás v¹ak bude zpra-vidla postaèují
í slab¹í theorie zalo¾ená na (15), u¾ proto, ¾e pro Wienerùv pro
es jsou (15) a (16)zjevnì ekvivalentní.D. Itôova formule. Nadále pra
ujeme na pevnì zvolené sto
hasti
ké basi (
;F ;(Ft);P) s �ltra
í splòují
í (UC). V této sek
i vyslovíme Itôovu formuli pro ví-
edimensionální pro
esy. K tomu je výhodné zavésti následují
í pojem. Pravíme,14



¾e adaptovaný m-dimensionální pro
es X = (Xi)mi=1 je spojitý semimartingal,pøipou¹tí-li representa
iXt = X0 +Mt + Vt pro ka¾dé t � 0 P-skoro jistì; (17)kde M = (M i) je spojitý m-dimensionální lokální martingal, V = (V i) je spojitýadaptovaný Rm -hodnotový pro
es s trajektoriemi lokálnì koneèné varia
e a M0 =V0 = 0.Uvìdomme si, ¾e pro
esy v rozkladu (17) jsou urèeny jednoznaènì. Máme-li toti¾dvì takové representa
eX = X0 +M + V = X0 + ~M + ~V ;pak je M � ~M = ~V � V spojitý lokální martingal s trajektoriemi lokálnì koneènévaria
e, tedy konstantní. Lze proto snadno de�novat sto
hasti
ký integrál M 1�m -hodnotového náhodného pro
esu H = (H1; : : : ; Hm) vzhledem k X vzor
emZ �0 Hs dXs = Z �0 Hs dMs + mXi=1 Z �0 His dV is ;pokud mají v¹e
hny integrály vpravo smysl, prvý z ni
h jako sto
hasti
ký integrál,ostatní pro skoro v¹e
hny trajektorie jako Lebesgueovy integrály (vzhledem k mí-rám �V i , 1 � i � m). Vzájemnou varia
i komponent semimartingalu X zaveïmerovností hXi; Xji = hM i;M ji; 1 � i; j � m:(Snadno se nahlédne, ¾e k tomuto pøedpisu by
hom dospìli, pokud by
hom 
htìlide�novat hXi; Xjit jako limitu sumNXk=0�Xitk+1 �Xitk��Xjtk+1 �Xjtk�pro zjemòují
í se posloupnost dìlení intervalu [0; t℄.)Spojité m-dimensionální semimartingaly tvoøí vektorový prostor uzavøený naC 2-zobrazení: Je-li X = (X1; : : : ; Xm)� m-dimensionální spojitý semimartingala ' 2 C1;2(R+ � Rm) � f# 2 C 1(R+ � Rm); #(t; �) 2 C 2(Rm) pro ka¾dé t 2R+g, pak je pro
es '(t;Xt) opìt semimartingal. Následují
í rovnost, známá jakoItôova formule (nebo Itôovo lemma), poskytuje expli
itnì rozklad '(t;Xt) na lokální15



martingal a na pro
es lokálnì omezené varia
e:6'(t;Xt) = '(0; X0) + Z t0 �'�s (s;Xs) ds+ mXi=1 Z t0 �'�xi (s;Xs) dXis+ 12 mXi;j=1 Z t0 �2'�xi�xj (s;Xs) dhXi; Xjis: (18)Formuli (18) lze zapsat v pøehlednìj¹ím tvaru. Oznaème Dx'(t; �) a D2x'(t; �) prvnía druhou Fré
hetovu deriva
i funk
e '(t; �), representovanéDx'(t; �) = 0BBBB� �'�x1 (t; �)...�'�xm (t; �)
1CCCCA ; D2x'(t; �) = 0BBBB� �2'�x21 (t; �) �2'�x1�x2 (t; �) : : :. . .: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : �2'�x2m (t; �)

1CCCCA :Buï M lokální martingal z rozkladu (17) a ne
h» % opìt znaèí hustotu hhMii vzhle-dem k hMi. PotommXi;j=1 Z t0 �2'�xi�xj (s;Xs) dhXi; Xjis = mXi;j=1 Z t0 �2'�xi�xj (s;Xs) dhM i;M jis= Z t0 mXi;j=1 �2'�xi�xj (s;Xs)%ij(s) dhMis;proto'(t;Xt)� '(0; X0) = Z t0 �'�s (s;Xs) ds+ 12 Z t0 Tr�D2x'(s;Xs)%(s)�dhMis+ Z t0 Dx'(s;Xs)� dXs:Povìt¹inou budeme Itôovu formuli potøebovat jen pro semimartingaly spe
iál-ního typu. Buï W = (W 1; : : : ;Wn)� n-dimensionální (Ft)-Wienerùv pro
es. Pra-víme, ¾e adaptovaný m-dimensionální náhodný pro
es X má sto
hasti
ký diferen-
iál (nebo ¾e X je Itôùv pro
es), pokud existují M -mìøitelné náhodné pro
esya : R+ �
 �! Rm , b : R+ �
 �! M m�n tak, ¾eP�Z t0 �ka(s)k+ kb(s)k2�ds <1� = 1; t � 0;6Její dùkaz je zalo¾en na obdobné my¹len
e, jako dùkaz odpovídají
ího výsledku jednodi-mensionálního, je v¹ak pra
nìj¹í. Relativnì detailnì je dùkaz proveden v knize M. Meyer: Conti-nuous sto
hasti
 
al
ulus with appli
ations to �nan
e, CRC, Bo
a Raton 2001, Theorem III.3.a.1.16



a X(t) = X(0) + Z t0 a(r) dr + Z t0 b(r) dW (r) (19)P-skoro jistì pro ka¾dé t � 0. Semimartingal X s representa
í (17) má tedy sto-
hasti
ký diferen
iál, pokud jsou trajektorie V naví
 lokálnì absolutnì spojité a Mje sto
hasti
ký integrál vzhledem k Wienerovu pro
esu (
o¾, jak uvidíme v kapitoleètvrté, je v podstatì ekvivalentní s lokální absolutní spojitostí trajektorií hMi).Rovnost (19) symboli
ky zapisujemedX(t) = a(t) dt+ b(t) dW (t) èi dX = a dt+ b dW:Je-li ' 2 C1;2(R+ � Rm), pak kombinují
e (18) a (19) nahlédneme, ¾e pro
es('(t;X(t)))t�0 má opìt sto
hasti
ký diferen
iál, je¾to platíd'(t;X(t)) = n�'�t (t;X(t)) + mXi=1 �'�xi (t;X(t))ai(t)+ 12 nXr=1 mXi;j=1 �2'�xi�xj (t;X(t))bir(t)bjr(t)odt+ nXr=1 mXi=1 �'�xi (t;X(t))bir(t) dW r(t)= n�'�t (t;X(t)) + 
Dx'(t;X(t)); a(t)�+ 12 Tr�b(t)�D2x'(t;X(t))b(t)�o dt+Dx'(t;X(t))�b(t) dW (t):Tvar sto
hasti
kého diferen
iálu je zvlá¹tì jednodu
hý v pøípadì m = n = 1:d'(t;X(t)) = n�'�t (t;X(t)) + �'�x (t;X(t))a(t) + 12 �2'�x2 (t;X(t))b2(t)o dt+ �'�x (t;X(t))b(t) dW (t):Buï nakone
 ' : R+ � Rm �! C funk
e, její¾ reálná i imaginární èást nále¾ísystému C1;2(R+�Rm). U¾iv¹e Itôovu formuli na reálnou a imaginární èást ' zvlá¹»,dospìjeme k formuli pro '(t;Xt) takøka identi
ké s (18):'(t;Xt)� '(0; X0) = Z t0 �'�s (s;Xs) ds+ 12 Z t0 Tr�D2x'(s;Xs)%(s)�dhMis+ Z t0 Dx'(s;Xs)T dXs;17



je toliko tøeba mít na pamìti, ¾e Dx', D2x' a �'=�s jsou nyní komplexní funk
ea ve sto
hasti
kém integrálu vystupuje transponovaná, nikoli konjugovaná (to jest,transponovaná a komplexnì sdru¾ená) mati
e.Komplexní forma Itôovy formule nyní poslou¾í k dùkazu u¾iteèné 
harakterisa
eWienerova pro
esu.Vìta 0.3. (P. Lévy, 1948) Buï Z spojitý Rm -hodnotový náhodný pro
es, Z0 = 0.Jest ekvivalentní:(i) Z je (Ft)-Wienerùv pro
es,(ii) Z je lokální martingal s tensorovou kvadrati
kou varia
í hhZiit = tI, t � 0.Poznámka 0.3. Tradièní formula
e Lévyho vìty v jednodimensionálním pøípadìzní: je-li Z spojitý pro
es s Z0 = 0 takový, ¾e (Zt) i (Z2t �t) jsou (lokální) martingaly,pak je Z Brownùv pohyb. Pøedpoklad spojitosti trajektorií je podstatný, jak ukazujepøípad kompensovaného Poissonova pro
esu.Podáme dùkaz vìty 0.3 zalo¾ený na sto
hasti
ké analyse, jeho¾ my¹lenka nále¾íH. Kunitovi a S. Watanabemu (1967); Itôova formule je u¾ita k výpoètu 
harak-teristi
ké funk
e náhodné velièiny Zt � Zs.Dùkaz. Wienerùv pro
es je oèividnì martingal po¾adovaný
h vlastností, staèítedy dokázat jen opaènou implika
i. Pøedpokládejme, ¾e Z je m-dimensionální spo-jitý lokální martingal a Z0 = 0, hhZiit = tI; zøejmì hZit = mt a pro hustotu %tensorové kvadrati
ké varia
e platí %(t) = 1mI. Uva¾ujme funk
iV : R+ � Rm �! C ; (t; x) 7�! exp�ihu; xi+ 12kuk2t�;kde u 2 Rm je libovolné pevnì zvolené. Potom V 2 C 2(R+ � Rm ; C ),�V�t (t; x) = 12kuk2V (t; x); DxV (t; x) = iuV (t; x); D2xV (t; x) = �uu�V (t; x);tudí¾ TrD2xV (t; x) = �kuk2V (t; x):Pro 0 � s � t dostaneme z Itôovy formuleV (t; Zt)� V (s; Zs) = Z ts �V�r (r; Zr) dr + Z ts DxV (r; Zr)T dZr+ 12 Z ts Tr�D2xV (r; Zr)%(r)�dhZir= Z ts 12kuk2V (r; Zr) dr + i Z ts V (r; Zr)u� dZr� 12 Z ts kuk2V (r; Zr) dr= i Z ts V (r; Zr)u� dZr:18



Pøitom integrand sto
hasti
kého integrálu vpravo splòuje��V (r; Zr)u��� � kuk exp�12kuk2r� � kuk exp�kuk2��;kdykoliv 0 � r � � , je tedy omezený na omezený
h intervale
h. To implikuje, ¾epro
es i Z �0 V (r; Zr)u� dZrje martingal, proèe¾E�V (t; Zt)� V (s; Zs) ��Fs� = E�V (t; Zt) ��Fs�� V (s; Zs) = 0:Dosadiv¹e za V z de�ni
e získáme vztahEheihu;Ztiekuk2t=2 ���Fsi = eihu;Zsiekuk2s=2: (20)Vynásobme rovnost (20) výrazem exp��ihu; Zsi � 12kuk2t�, dostanemeEhexp�ihu; Zt � Zsi� ��Fsi = exp��12kuk2(t� s)�: (21)Je¾to u 2 Rm bylo libovolné, vidíme, ¾e 
harakteristi
ká funk
e náhodné velièinyZt � Zs (to jest, Fourierova transforma
e jejího rozdìlení) jeu 7�! exp��12kuk2(t� s)�;
o¾ právì znamená, ¾e Zt � Zs má rozdìlení N (0; (t� s)I).Zbývá ukázat, ¾e Zt � Zs a Fs jsou nezávislé. Buï H libovolná Fs-mìøitelnánáhodná velièina, u¾ívají
e (21) odvodíme, ¾e pro v¹e
hna u 2 Rm , v 2 R platíE exp�i��uv � ;�Zt � ZsH ��Rm+1� = E exp�ihu; Zt � Zsi+ ivH�= EEhexp�ihu; Zt � Zsi�eivH ���Fsi= E�eivHEhexp�ihu; Zt � Zsi� ���Fsi�= exp��12kuk2(t� s)�EeivH= E exp�ihu; Zt � Zsi�EeivH :19



Charakteristi
ká funk
e náhodného vektoru (Zt�Zs; H)� je tedy souèinem 
harak-teristi
ký
h funk
í náhodný
h velièin Zt �Zs a H, a to je ekvivalentní dokazovanénezávislosti. Q.E.D.E. Poznámka o Wienerovì pro
esu. Mnohdy je potøebné znát vlastnosti (náhod-ného) èasu, v nìm¾ Wienerùv pro
es, startují
í z nuly, poprvé dosáhne zadanouhladinu; v této sek
i elementární vlastnosti takový
hto èasù odvodíme.7Buï B reálný Wienerùv pro
es na pravdìpodobnostním prostoru (
;F ;P). Prob 6= 0 polo¾me �b = inf�t � 0; Bt = b	:Spojitost pro
esu B a uzavøenost mno¾iny fbg implikují, ¾e �b je (FBt )-markovskýèas (to jest, markovský èas vzhledem k oboha
ené kanoni
ké �ltra
i pro
esu B).Tvrzení 0.4. Pro ka¾dé b 6= 0 je �b <1 P-skoro v¹ude, ale E�b =1.Dùkaz.8 Koneènost �b je okam¾itým dùsledkem zákona iterovaného logarithmu,doka¾me neintegrovatelnost. Ne
h» nejprve b > 0. Pro a < 0 polo¾me�a;b = �a ^ �b = inf�t � 0; Bt =2 ℄a; b[	:B je martingal a markovský èas �a;b ^ n je pro ka¾dé n 2 N omezený, z vìty o\optional sampling" proto plyne0 = EB0 = EB(�a;b ^ n):Z de�ni
e �a;b je zøejmé, ¾e fB(�a;b ^ n)g1n=1 je omezená posloupnost; lze u¾ítispojitost trajektorií pro
esu B spolu s vìtou o majorisované konvergen
i k odvozeníEB(�a;b) = limn!1 EB(�a;b ^ n) = 0:Tedy 0 = aPfB(�a;b) = ag+ bPfB(�a;b) = bg= aPfB(�a;b) = ag+ b�1� PfB(�a;b) = ag�;
o¾ dává PfB(�a;b) = ag = bb� a; PfB(�a;b) = bg = � ab� a:7V angliètinì jsou známy jako \passage times", v nìmèinì jako \Niveauzeiten", vhodný èeskýnázev, pokud vím, neexistuje.8Dùkaz je pøevzat z knihy D. Sondermann: Introdu
tion to sto
hasti
 
al
ulus for �nan
e,Springer 2006, x 2.6. 20



Jeliko¾ (B2t � t) je také martingal, dostaneme0 = EB20 = E�B2(�a;b ^ n)� �a;b ^ n�;to jest E(�a;b ^ n) = EB2(�a;b ^ n):Postupují
e jako vý¹e mù¾eme ukázat, ¾e EB2(�a;b ^ n) �! EB2(�a;b) pøi n!1;konvergen
e E(�a;b ^ n)% E�a;b plyne z Leviho vìty. Tudí¾E�a;b = EB2(�a;b) = a2PfB(�a;b) = ag+ b2PfB(�a;b) = bg= a2bb� a � ab2b� a = ab a� bb� a= jajb:Jeliko¾ �b � �a;b pro ka¾dé a < 0, jest také E�b � jajb pro ka¾dé a < 0, z èeho¾dokazované tvrzení ji¾ plyne. V pøípadì b < 0 lze buï postupovat z
ela analogi
ky,anebo staèí uvá¾it, ¾e �B je opìt Wienerùv pro
es. Q.E.D.Poznámka 0.4. Rozdìlení náhodné velièiny �b lze nalézti expli
itnì: pro b 6= 0platí P��b 2 A	 = ZA jbjp2� 1t3=2 exp��b22t � dt; A 2 B(R+): (22)Tvrzení 0.4 je pøímým dùsledkem (22). Odvodit formuli (22) je snadné, je-li známnetriviální fakt,9 ¾e pro libovolné T > 0 platínáhodné velièiny max0�t�T Bt a jBT j mají stejné rozdìlení.Buï pro urèitost b > 0, pakPf�b > tg = P� max0�u�tBu < b	 = P�jBtj < b	 = 1p2�t Z b�b e�x2=2t dx=r 2�t Z b0 e�x2=2t dx =r 2� Z b=pt0 e�v2=2 dva hustotu náhodné velièiny �b získáme derivováním podle t.9V knize I. Karatzas, S. Shreve: Brownian motion and sto
hasti
 
al
ulus, Springer-Verlag,New York 1988, je dokázán v odstav
i 2.8. 21





1. Burkholder-Davis-Gundyho nerovnostBuï (
;F ; (Ft);P) libovolná sto
hasti
ká base splòují
í (UC). Umluvme se, ¾ev¹e
hny náhodné pro
esy vy¹etøované v této kapitole budou vzta¾eny k této pevnìzvolené sto
hasti
ké basi.Na¹ím 
ílem je dokázat následují
í dùle¾itý výsledek.Vìta 1.1. Pro ka¾dé p 2 ℄0;1[ existují konstanty 
p; Cp 2 ℄0;1[ takové, ¾e proka¾dým-dimensionální spojitý lokální martingalM sM0 = 0 a pro ka¾dý markovskýèas � platí 
pEhMip=2� � E supt�0 kMt^�kp � CpEhMip=2� : (1)Zdùraznìme expli
itnì, ¾e konstanty 
p a Cp nezávisí na dimensi m. Vìta 1.1 jeznáma jako Burkholder-Davis-Gundyho nerovnost. Pùvodní dùkaz byl zalo¾en nanerovnoste
h pro martingaly s diskrétním èasem; v této pøedná¹
e vìtu 1.1 doká¾e-me u¾ívají
e sto
hasti
ké analysy. (První takový dùkaz pøedlo¾ili R. K. Getoor &M. J. Sharpe v ro
e 1972.)Pøíklad 1.1. Okam¾itým dùsledkem nerovnosti (1) je odhad p-tého momentusto
hasti
kého integrálu vzhledem k n-dimensionálnímu (Ft)-Wienerovu pro
esuW . Pro ka¾dý progresivnì mìøitelný pro
es � : R+�
 �! M m�n s k�k 2 L2lo
(R+)P-skoro jistì a pro ka¾dý markovský èas � podle (1) platí
pE�Z �0 k�(s)k2 ds�p2� E supt�0 



Z t^�0 �(s) dW (s)



p � CpE�Z �0 k�(s)k2 ds�p2 : (2)Je-li spe
iálnì p � 2 a � � T 2 [0;1[ nenáhodný èas, pak lze na pravou stranu (2)u¾íti H�olderovu nerovnost a odvoditE sup0�t�T 



Z t0 �(s) dW (s)



p � CpT p2�1E Z T0 k�(s)kp ds: (3)Nerovnost (3) budeme v dal¹ím èasto potøebovati; jiný u¾iteèný spe
iální pøípadvìty 1.1 získáme volbou p = 1:E sup0�t�T 



Z t0 �(s) dW (s)



 � 3E�Z T0 k�(s)k2 ds�1=2(mo¾nost klást C1 = 3 vyplyne z dùsledku 1.4).Zaènìme odvozením nerovnosti, která má i samostatný význam.23



Vìta 1.2 (E. Lenglart, 1977). Buïte A, C adaptované pro
esy se spojitými tra-jektoriemi, A;C � 0 na R+ �
. Ne
h» Æ0 � sup!2
 C0(!) <1. Pøedpokládejme,¾e EA% � EC% pro ka¾dý omezený markovský èas %. (4)Potom pro v¹e
hna " > 0, Æ � Æ0 a ka¾dý markovský èas 
 platíP�supt�0 At^
 � "	 � P� supt�0 Ct^
 � Æ	+ 1"E�Æ ^ supt�0 Ct^
� (5)� P� supt�0 Ct^
 � Æ	+ Æ" :Pøedpoklad (4) se nìkdy opisuje slovy: pro
es C dominuje pro
es A. Vìta 1.2(a její zobe
nìní na nespojité pro
esy) je èasto 
itována jako Lenglartova neboLenglart-Rebolledova nerovnost.Dùkaz. Bez újmy na obe
nosti lze pøedpokládat, ¾e pro
es C má neklesají
ítrajektorie. Pokud tomu tak není, de�nujme ~Ct = sups�tCs, t � 0. Dvoji
e (A; ~C)vyhovuje pøedpokladùm vìty 1.2, pro
es ~C má neklesají
í trajektorie a pøitomsupt�0 Ct^
 = supt�0 ~Ct^
 ;proto pravá strana nerovnosti (5) není ovlivnìna zámìnou C za ~C.Má-li C neklesají
í trajektorie (spe
iálnì tedy je limita C1 dobøe de�nována) adode�nujeme-li A1 = 0, platí (4) pro libovolný markovský èas %. Markovské èasy% ^ n jsou toti¾ omezené, tudí¾EA%^n � EC%^n � EC%; (6)pøièem¾ druhá nerovnost plyne z monotonie trajektorií C. Jeliko¾ % ^ n % %, spo-jitost trajektorií implikuje A%^n �! A% pøi n ! 1 na mno¾inì f% < 1g. U¾itím(6) a Fatouova lemmatu dostanemeEA% � E lim infn!1 A%^n � lim infn!1 EA%^n � EC%:Zvolme nyní " > 0, Æ � Æ0 a markovský èas 
 libovolnì pevnì. Pro { 2 ℄0; "[de�nujme markovské èasy� = infft � 0; At � {g; � = infft � 0; Ct � Æg:24



Jeliko¾ C0 � Æ0 � Æ, je nutnì C� = Æ na mno¾inì f� <1g. Neklesají
í trajektorieC pak implikují, ¾e C�^
^� � C
^� = C
 ^ C� � Æ ^ C
 . OdtudP�supt�0 At^
 � "	 � PfA0 � {g+ Pf0 < � < 
g= PfA0 � {g+ Pf0 < � < 
; � < 
g+ Pf0 < � < 
 � �g� Pf� < 
g+ PfA�^
^� � {g� PfC
 � Æg+ 1{ EA�^
^�� PfC
 � Æg+ 1{ EC�^
^�� PfC
 � Æg+ 1{ E�Æ ^ C
�;pøi ètvrtém odhadu jsme u¾ili Èeby¹evovu nerovnost, pøi pátém pøedpoklad (4) (vzesílené formì). Zbývá uvá¾it, ¾e C
 = supt�0 Ct^
 díky monotonii trajektorií, aprovésti limitní pøe
hod { % ". Q.E.D.V
elku standardním postupem nyní z odhadu (5) odvodíme nerovnost pro støedníhodnoty.Dùsledek 1.3. Ne
h» jsou splnìny pøedpoklady vìty 1.2, ne
h» naví
 C0 = 0.Potom pro ka¾dé � 2 ℄0; 1[ a ka¾dý markovský èas 
 platíE supt�0 A�t^
 � 2� �1� � E supt�0 C�t^
 :Dùkaz. Zvolme � 2 ℄0; 1[ pevnì. Pro
es A je nezáporný, tedy podle Fubinihovìty E supt�0 A�t^
 = Z 10 P��supt�0 At^
�� � "	 d" = Z 10 P�supt�0 At^
 � "1=�	 d":Podle vìty 1.2P�supt�0 At^
 � "1=�	 � P�supt�0 Ct^
 � "1=�	+ 1"1=�E�"1=� ^ supt�0 Ct^
�:Pro
es C je té¾ nezáporný, tudí¾Z 10 P�supt�0 Ct^
 � "1=�	 d" = E supt�0 C�t^
 :25



Oznaème � = supt�0Ct^
 , u¾itím Fubiniho vìty spoètemeZ 10 "�1=�E�"1=� ^ ��d" = E�Z ��0 "�1=��"1=� ^ ��d"+ Z 1�� "�1=��"1=� ^ ��d"�= E Z ��0 1 d"+ E Z 1�� "�1=�� d"= E�� + E�� Z 1�� "�1=� d"�= E�� + E�� � ��� 1"1� 1� �1���= E�� + �1� �En�(��)1� 1�o = E�� + �1� �E��= 11� � E��;nebo» podle pøedpokladu 1=� > 1. Úhrnem dostanemeE supt�0 A�t^
 � E�� + 11� � E�� = 2� �1� � E supt�0 C�t^
 : Q.E.D.Dùsledek 1.4. Buï M m-dimensionální lokální martingal se spojitými trajek-toriemi, M0 = 0. Potom pro v¹e
hna " > 0, Æ � 0, p 2 ℄0; 2[ a libovolný markovskýèas 
 platí P�supt�0 kMt^
k � "	 � P�hMi
 � Æ	+ 1"2 E�Æ ^ hMi
�a 2� p4� p EhMip=2
 � E supt�0 kMt^
kp � 4� p2� p EhMip=2
 :Pov¹imnìme si, ¾e dùsledek 1.4 implikuje odhady (1) pro p < 2 .Dùkaz. Polo¾me nejprve At = kMtk2, Ct = hMit. Potom jsou A;C nezápornéadaptované pro
esy se spojitými trajektoriemi,A0 = C0 = 0, a je splnìn pøedpoklad(4) vìty 1.2. Je-li toti¾ EC% <1 pro omezený markovský èas %, pak je (kMt^%k2�hMit^%) stejnomìrnì integrovatelný martingal podle lemmatu C.2; je-li EC% =1,je (4) splnìno triviálnì. Proto první dokazovaná nerovnost plyne pøímo z vìty 1.2.Aplikují
e dùsledek 1.3 s � = p=2 2 ℄0; 1[ odvodíme:E supt�0 kMt^
kp = E supt�0 A�t^
 � 2� �1� � E supt�0 C�t^
 = 4� p2� p EhMip=2
 :26



Pro dùkaz zbývají
í nerovnosti polo¾me At = hMit, Ct = sups�t kMsk2. Snadnose ovìøí, ¾e pro
es C dominuje pro
es A. Je-li toti¾ EC% < 1, pak je (M�^%) L2-martingal vzhledem k lemmatu C.2 aEAt^% = EhMit^% = EkMt^%k2 � E sups�0 kMs^%k2 = EC% <1;tak¾e i EA% � EC% a lze opìt u¾íti dùsledek 1.3. Q.E.D.Pøíklad 1.2. Dùsledek 1.4 je u¾iteèným nástrojem pro vy¹etøování konvergen-
e posloupnosti martingalù. Naznaème si to ve spe
iálním pøípadì. Buï W n-dimensionální (Ft)-Wienerùv pro
es, 	 : R+ �
 �! M m�n progresivnì mìøitelnýpro
es, k	k 2 L2lo
(R+) skoro jistì. PotomP�supt�0 



Z t^
0 	(s) dW (s)



 � "� � P�Z 
0 k	(s)k2 ds � Æ�+ Æ"2 (7)pro v¹e
hna " > 0, Æ � 0 a libovolný markovský èas 
. Máme-li posloupnost �k :R+ � 
 �! M m�n , k 2 N , progresivnì mìøitelný
h pro
esù, k�kk 2 L2lo
(R+)P-skoro jistì, pak pou¾iv¹e (7) na pro
es 	 = �k � �0, k � 1, nahlédneme snadno,¾e Z 
0 

�k(s)� �0(s)

2 ds P����!k!1 0implikuje supt�0 



Z t^
0 �k(s) dW (s)� Z t^
0 �0(s) dW (s)



 P����!k!1 0:(Lenglartova nerovnost ve tvaru (7) byla odvozena ji¾ K. Itôem, jen¾ ji pou¾il vesvé pùvodní konstruk
i sto
hasti
kého integrálu.)Dùkaz vìty 1.1. Krok 1. Nerovnosti (1) staèí dokázat pro � = 1. Pøedpo-kládejme toti¾, ¾e existují konstanty Cp; 
p 2 ℄0;1[ tak, ¾e pro libovolný pro
es Msplòují
í pøedpoklady vìty platí
pEhMip=21 � E supt�0 kMtkp � CpEhMip=21 : (8)Buï � libovolný markovský èas, potom je pro
es N , Nt =Mt^� , lokální martingalse spojitými trajektoriemi, N0 = 0, proto podle (8)
pEhMip=2� = 
pEhNip=21 � E supt�0 kNtkp = E supt�0 kMt^�kp;podobnì pro pravou nerovnost v (1). 27



Krok 2. Nerovnost (8) staèí ovìøit pro omezené lokální martingaly. Pøesnìji:pøedpokládejme existen
i konstant Cp; 
p 2 ℄0;1[ takový
h, ¾e pro ka¾dý lokálnímartingal M vyhovují
í pøedpokladùm vìty a splòují
ísupR+�
�kMk+ hMi	 <1 (9)platí (8). Tvrdíme, ¾e potom (8) platí i proM , které (9) nesplòují. Vskutku, buïMlibovolný lokální martingal splòují
í pøedpoklady vìty 1.1, vzhledem ke spojitostitrajektorií M a hMi existují markovské èasy �(k)%1 tak, ¾e pro
esy Nk, hNki,kde Nkt = Mt^�(k), jsou omezené na R+ � 
. Proto podle uèinìného pøedpokladudostaneme 
pEhMip=2�(k) � E supt�0 kMt^�(k)kp � CpEhMip=2�(k); (10)kde jsem u¾ili rovnost hNki1 = hMi�(k). Pøitom zøejmìhMi�(k) % hMi1; supt�0 kMt^�(k)k % supt�0 kMtk pøi k!1;lze tudí¾ (8) u¾itím Leviho vìty odvodit z (10).Krok 3. Zvolme libovolnì pevnì p 2 [2;1[, 
h
eme nalézti konstantu Cp < 1tak, aby nerovnost E supt�0 kMtkp � CpEhMip=21 (11)platila pro ka¾dý spojitý m-dimensionální lokální martingal M = (M1; : : : ;Mm)�takový, ¾eM0 = 0 a je splnìno (9). Víme, ¾e existuje M m�m -hodnotový progresivnìmìøitelný pro
es % tak, ¾ehhMiit = Z t0 %(r) dhMir; t � 0;pøièem¾ %(s) je symetri
ká positivnì semide�nitní mati
e a Tr %(s) = 1 pro �hMi-skoro v¹e
hna10 s � 0 P-skoro jistì. Proto11k%(s)kop � supx2Rmkxk=1 k%(s)xk = nejvìt¹í vlastní èíslo mati
e %(s)� souèet v¹e
h vlastní
h èísel mati
e %(s)= Tr %(s)= 1;10Pøipomeòme, ¾e �f znaèíme míru na R+ s distribuèní funk
í f .11Potøebné výsledky z lineární algebry lze nalézti napø. v knize M. Fiedler: Spe
iální mati
e ajeji
h pou¾ití v numeri
ké matemati
e, SNTL, Praha 1981, 
f. zvlá¹tì vìtu 9.2. Prvá rovnost jedokázána i v apendixu F, viz vìta F.3. 28



tudí¾ 
%(s)z; z�Rm � k%(s)kopkzk2 � kzk2 pro ka¾dé z 2 Rm (12)platí pro �hMi-skoro v¹e
hna s � 0 P-skoro jistì.Jeliko¾ p � 2, funk
e de�novaná pøedpisem V : x 7�! kxkp splòuje V 2 C 2(Rm)a DV (x) = pkxkp�2x; D2V (x) = pkxkp�2I + p(p� 2)kxkp�4xx�:Je-li R = (Rij) 2 M m�m mati
e s TrR = 1, spoèteme snadnoTr�D2V (x)R� = pkxkp�2 TrR+ p(p� 2)kxkp�4Tr(xx�R)= pkxkp�2 + p(p� 2)kxkp�4 mXi;j=1xixjRji= pkxkp�2 + p(p� 2)kxkp�4hRx; xiRm:Podle Itôova lemmatu pro libovolné T � 0 dostanemekMT kp = p Z T0 kMtkp�2M�t dMt + 12 Z T0 Tr�D2V (Mt)%(t)�dhMit= p Z T0 kMtkp�2M�t dMt+ 12 Z T0 hpkMtkp�2 + p(p� 2)kMtkp�4
%(t)Mt;Mt�Rmi dhMit:U¾iv¹e postupnì (9), (12) a H�olderovu nerovnost odvodímeEkMT kp = 12E Z T0 hpkMtkp�2 + p(p� 2)kMtkp�4
%(t)Mt;Mt�Rmi dhMit� 12p(p� 1)E Z T0 kMtkp�2 dhMit� 12p(p� 1)E� sup0�t�T kMtkp�2 Z T0 dhMit�= 12p(p� 1)En sup0�t�T kMtkp�2hMiTo� 12p(p� 1)�E sup0�t�T kMtkp�1�2=p�EhMip=2T �2=p:Podle Doobovy maximální nerovnostiE sup0�t�T kMtkp � � pp� 1�pEkMT kp29



pro ka¾dé T 2 R+ , tudí¾E sup0�t�T kMtkp � p(p� 1)2 � pp� 1�p�E sup0�t�T kMtkp�1�2=p�EhMip=2T �2=p: (13)Je-li E supt�0 kMtkp = 0, je dokazované tvrzení (11) triviálnì splnìno, v opaènémpøípadì lze v nerovnosti (13) pro dostateènì velká T > 0 vykrátit a získáme odhad�E sup0�t�T kMtkp�2=p � p(p� 1)2 � pp� 1�p�EhMip=2T �2=p;z nìho¾ nerovnost (11) odvodíme umo
nìním na p2 a limitním pøe
hodem T %1,který lze provésti díky Leviho vìtì.Krok 4. Platnost nerovnosti (11) pro p 2 ℄0; 2[ vyplývá z dùsledku 1.4.Krok 5. Zvolme opìt p 2 ℄0;1[ libovolné, nalezneme 
p > 0 tak, aby nerovnost
pEhMip=21 � E supt�0 kMtkp (14)platila pro ka¾dý spojitý lokální martingalM = (M1; : : : ;Mm)� sM0 = 0, splòují
ípøedpoklad (9). Jak jsme ji¾ ovìøili v kroku 3, plyne z Itôovy formulekMtk2 = 2 Z t0 M�s dMs + 12 Z t0 Tr�2I%(s)�dhMis = 2 Z t0 M�s dMs + hMit:Pro
es � = kMk2 � hMi je martingal se spojitými trajektoriemi, �0 = 0. Právìodvozená rovnost umo¾òuje spoèíst jeho kvadrati
kou varia
i:h�it = *2 mXi=1 Z �0 M is dM is+t = 4 mXi;j=1Z t0 M isM js dhM i;M jis= 4 mXi;j=1Z t0 M isM js%ij(s) dhMis= 4 Z t0 
%(s)Ms;Ms�Rm dhMis:Zøejmì � splòuje (9); u¾itím ji¾ dokázané nerovnosti (11) s exponentem p=2 dosta-neme E supt�0���kMtk2 � hMit���p=2 = E supt�0 j�tjp=2 � Cp=2Eh�ip=4130



� 4p=4Cp=2E�Z 10 
%(s)Ms;Ms�dhMis�p=4� D1E�Z 10 kMsk2 dhMis�p=4� D1E�supt�0 kMtk2 Z 10 dhMis�p=4= D1E�supt�0 kMtkp=2hMip=41 �� D1�E supt�0 kMtkp�1=2�EhMip=21 �1=2;tøetí nerovnost plyne z (12), poslední je zøejmým dùsledkem H�olderovy nerovnostia konstanta D1 závisí jen na p.Proto¾e pro v¹e
hna u; v � 0 triviálnì platí (jak je dokázáno v apendixu B)jvjp=2 � �ju� vj+ juj�p=2 � max(2 p2�1; 1)�ju� vjp=2 + jujp=2�;dostáváme hMip=2t � 2p=2���kMtk2 � hMit���p=2 + 2p=2kMtkp;tudí¾ EhMip=21 � 2p=2E supt�0���kMtk2 � hMit���p=2 + 2p=2E supt�0 kMtkp� 2p=2D1�E supt�0 kMtkp�1=2�EhMip=21 �1=2 + 2p=2E supt�0 kMtkp:Oznaèíme-li � = �EhMip=21 �1=2; � = �E supt�0 kMtkp�1=2;nabývá poslední nerovnost tvaru�2 � D2��� + �2� (15)s vhodnou konstantou D2 2 [1;1[ závisí
í jen na p. Tvrdíme, ¾e z (15) plyne� � 2D2�: (16)31



Uva¾me, ¾e �; � < 1 vzhledem k (9). Je-li � = 0 nebo � = 0, pak (16) platítriviálnì; v opaèném pøípadì pro spor pøedpokládejme, ¾e � > 2D2�, tedy té¾�=� � (2D2)�1 � 12 . U¾itím (15) získáme 2D2�� < D2(�� + �2), odtud2 < 1 + �� � 1 + 12D2 � 32 ;tento spor dokazuje (16) a tím i nerovnost (14) (s konstantou 
p = (2D2)�2). Q.E.D.Poznámka 1.1. Vy¹etøujeme-li pouze reálné martingaly, dùkaz se mírnì zpøehlední, spe
iálnì,není tøeba uva¾ovat hustotu % tensorové kvadrati
ké varia
e a znát její vlastnosti. Odhadnuv¹eka¾dou komponentu zvlá¹» pak mù¾eme odvodit Burkholder-Davis-Gundyho nerovnost pro ví-
edimensionální lokální martingaly z pøípadu jednodimensionálního, ar
i s konstantami 
p, Cpzávislými na dimensi.Poznámka 1.2. Pøedvedený dùkaz vìty 1.1 neposkytuje optimální hodnoty konstant 
p a Cp.Pro p � 2 jsme získali Cp = �p(p� 1)2 � pp� 1�p�p=2 :Jeliko¾ limp!1� pp� 1�p = e;vidíme, ¾e existuje konstanta A 2 ℄0;1[ tak, ¾e Cp � Appp pro v¹e
hna p � 2. Jemnìj¹ímiúvahami lze ukázat,12 ¾e (1) platí s konstantou Cp vyhovují
í odhaduCp � Appp=2 (17)pro nìjaké A 2 ℄0;1[ a v¹e
hna p � 2. Nerovnost (17) má následují
í zajímavý dùsledek.Existují konstanty � > 0 a K <1 tak, ¾e pro v¹e
hna � > 0, ka¾dý markovský èas � a ka¾dýspojitý lokální martingal M splòují
í M0 = 0 aesssup
 hMi� = 

hMi�

L1(
) � � (18)platí E exp��� supt�0

Mt^�

2� � K: (19)To jest, M je exponen
iálnì L2-integrovatelný. Pøímý výpoèet pro jednodimensionální Wiene-rùv pro
es B ukazuje, ¾e pro libovolné t > 0 pevné lze nalézti �0 > 0 takové, ¾e E exp(�B2t ) <1pro � < �0, zatím
o pro � � �0 integrál diverguje. Odhad (19) tedy obe
nì nelze zlep¹it. DíkyÈeby¹evovì nerovnosti je okam¾itým dùsledkem (19) exponen
iální odhad 
hvostù:13Pnsupt�0 kMt^�k � "o � K exp���"2� �12Cf. B. Davis, Duke Math. J. 43 (1976), 697{704. Jiné dùkazy lze nalézti ve statí
h M. T.Barlow, M. Yor, J. Fun
t. Anal. 49 (1982), 198{229; Y.-F. Ren, H.-Y. Liang, Statist. Probab. Lett.53 (2001), 227{233. Ani jeden z tì
hto dùkazù není snadný, vztahují se pøitom jen k pøípadu jedno-dimensionálnímu. Pøe
hod k ví
erozmìrným martingalùm je spjat s dodateènými komplika
emi,je¾ lze pøekonat tøeba pomo
í vìty 4.4 z prá
e O. Kallenberg, R. Szten
el, Probab. Theory RelatedFields 88 (1991), 215{247.13Angli
ky: exponential tail estimate, èeský ekvivalent není { pokud vím { ustálen.32



pro v¹e
hna " > 0, pokud M splòuje (18).Odvoïme (19): oznaème J(M) = supt�0 kMt^�k. Podle vìty 1.1 a (17) pro ka¾dé k 2 N , k � 1,platí EJ(M)2k � A2k(2k)kEhMik� � (2A2)kkk�k;tedy té¾ En 1k!�J(M)2� �ko � �2A2�k kkk! � �2A2e�k; (20)jeliko¾ oèividnì kk=k! � ek. Zvolme � > 0 tak, aby q � 2A2e� < 1, a nerovnost (20) vynásobme�k, získáme En 1k!��J(M)2� �ko� qk:Seètením pøes k � 1 obdr¾íme E exp��J(M)2� �� 1 � q1� q ;
o¾ je právì dokazovaná nerovnost (19).14 Poznamenejme, ¾e pro n-dimensionální Wienerùv pro-
es W a progresivnì mìøitelný M m�n-hodnotový pro
es � splòují
í k�k 2 L2lo
(R+) skoro jistìpøe
hází (19) v E exp0BBB� � sup0�t�T ����Z t0 �(s) dW (s)����2esssup
 Z T0 k�(s)k2 ds 1CCCA � K:Pøedvedený dùkaz (19) je elegantní, ale jednodu
hý je jen zdánlivì, nebo» u¾ívá netriviální ne-rovnost (17). Ov¹em ani alternativní dùkazy odhadu (19), zalo¾ené na jiný
h my¹lenká
h, nejsouz
ela pøímoèaré.

14Dokázali jsme vlastnì velmi spe
iální pøípad tzv. Zygmundovy extrapolaèní vìty, její¾ obe
-nou formula
i lze nalézti napø. v knize A. Zygmund: Trigonometri
 series, Vol. II, CambridgeUniversity Press, Cambridge 1959, Theorem XII.4.41.33





2. Sto
hasti
ké diferen
iální rovni
e: Existen
e øe¹eníZvolme libovolnì pevnì sto
hasti
kou basi (
;F ; (Ft);P) s �ltra
í splòují
í(UC), na ní¾ je de�nován n-dimensionální (Ft)-Wienerùv pro
es W . SymbolemM budeme znaèit �-algebru (Ft)-progresivnì mìøitelný
h mno¾in.Ne
h» jsou dány T > 0, t0 2 [0; T [, borelovské funk
e b : [0; T ℄� Rm �! Rm a� : [0; T ℄� Rm �! M m�n a náhodná velièina ' : 
 �! Rm .De�ni
e 2.1. M -mìøitelný Rm -hodnotový náhodný pro
es X se nazývá øe¹enísto
hasti
ké diferen
iální rovni
edX = b(t;X) dt+ �(t;X) dW (1)(na intervalu [t0; T ℄) s poèáteèní podmínkouX(t0) = '; (2)pokud(i) Z Tt0 �kb(t;X(t))k+ k�(t;X(t))k2	 dt <1 P-skoro jistìa(ii) X(t) = '+ Z tt0 b(s;X(s)) ds+ Z tt0 �(s;X(s)) dW (s)pro ka¾dé t 2 [t0; T ℄ P-skoro jistì.Pravíme, ¾e øe¹ení úlohy (1), (2) je urèeno jednoznaènì, jestli¾e pro libovolnádvì její øe¹ení X, eX platí PfXt = eXt 8t 2 [t0; T ℄ g = 1:Jinými slovy, progresivnì mìøitelný pro
es X je øe¹ením, má-li sto
hasti
ký dife-ren
iál (1) a platí-li X(t0) = ' P-skoro jistì. Charakteristi
kou vlastností øe¹ení jerovnost (ii), pøedpoklad (i) pouze zaji¹»uje, ¾e integrály v (ii) jsou dobøe de�novány.Není-li poèáteèní podmínka spe
i�kována, pravíme, ¾eM -mìøitelný Rm -hodno-tový pro
es X je øe¹ení rovni
e (1) (na intervalu [t0; T ℄), pokud je splnìno (i) zde�ni
e 2.1 aX(t) = X(t0) + Z tt0 b(s;X(s)) ds+ Z tt0 �(s;X(s)) dW (s) (3)pro ka¾dé t 2 [t0; T ℄ P-skoro v¹ude. Ka¾dé øe¹ení rovni
e (1) je zøejmì pro
es sespojitými trajektoriemi. 35



Jsou-li funk
e b a � de�novány na R+ � Rm , lze pøirozeným zpùsobem zavéstipojem øe¹ení rovni
e (1) na neomezeném intervalu [t0;1[ { po¾adujeme, aby Xsplòovalo (i) z de�ni
e 2.1 pro libovolné T � t0 a (3) pro ka¾dé t � t0.O funk
í
h b a � hovoøíme jako o koe�
iente
h rovni
e (1); koe�
ient b se ob-vykle nazývá drift (nebo lokální posunutí), koe�
ient � pak mati
e difuse èi difusnímati
e.15 (Varování: tý¾ název mati
e difuse se pou¾ívá i pro mati
i 12���.)Poznamenejme, ¾e v pøípadì � � 0 a ' = y 2 Rm je X øe¹ením rovni
e (1), (2)podle de�ni
e 2.1 právì tehdy, je-li X absolutnì spojité (neboli Carathéodoryho)øe¹ení16 obyèejné diferen
iální rovni
e_x = b(t; x); x(t0) = y:Cílem této kapitoly je dokázat následují
í vìtu, je¾ udává postaèují
í podmínkyna koe�
ienty rovni
e (1) zaji¹»ují
í existen
i (právì jednoho) øe¹ení úlohy (1), (2).Vìta sama o sobì není pøíli¹ silná, ale jak uvidíme, je z
ela základním nástrojempøi dùkazu výsledkù silnìj¹í
h (a u¾iteènìj¹í
h v aplika
í
h).Vìta 2.1. Buïte b : [0; T ℄� Rm �! Rm , � : [0; T ℄� Rm �! M m�n borelovskéfunk
e vyhovují
í následují
ím pøedpokladùm:(I) 9K� <1 8t 2 [0; T ℄ 8x 2 Rmkb(t; x)k _ k�(t; x)k � K�(1 + kxk);(II) 9K <1 8t 2 [0; T ℄ 8x; y 2 Rmkb(t; x)� b(t; y)k _ k�(t; x)� �(t; y)k � Kkx� yk:Potom:1Æ Pro ka¾dé t0 2 [0; T [ a libovolnou Ft0-mìøitelnou funk
i ' : 
 �! Rmsplòují
í Ek'k2 <1 existuje jediné øe¹ení X rovni
e (1), (2).2Æ Pro ka¾dé p 2 [2;1[ existuje konstanta C� < 1, závisí
í jen na p, T a K�,taková, ¾e E supt0�t�T kX(t)kp � C��1 + Ek'kp�: (4)Poznámka 2.1. a) O funk
í
h vyhovují
í
h pøedpokladu (I) hovoøíme jako ofunk
í
h s (nejvý¹e) lineárním rùstem; omezené funk
e (I) jistì splòují.b) Pøipomeòme pojem lips
hitzovské funk
e: jsou-li (�; %� ), (�; %�) metri
képrostory, pak se zobrazení f : � �! � nazývá lips
hitzovské, pokud existuje kon-stanta � < 1 (lips
hitzovská konstanta) tak, ¾e %�(f(x); f(y)) � �%� (x; y) pro15U¾ívá se { nyní v¹ak ji¾ øíd
e { i název dispersní mati
e.16O theorii absolutnì spojitý
h øe¹ení se lze pouèit tøeba v osmná
té kapitole knihy J. Kurzweil:Obyèejné diferen
iální rovni
e, SNTL, Praha 1978.36



v¹e
hna x; y 2 � . V pøedpokladu (II) po¾adujeme, aby funk
e b(t; �) : Rm �! Rm ,�(t; �) : Rm �! M m�n byly lips
hitzovské s lips
hitzovskou konstantou na t 2 [0; T ℄nezávislou. Vzhledem k nejbì¾nìj¹í interpreta
i ve fysikální
h modele
h nazývá seobvykle v dvoji
i (t; x) 2 R+ �Rm promìnná t èas a x prostorová promìnná. Pøed-poklad (II) je proto znám jako lips
hitzovskost v prostorové promìnné (stejnomìrnáv t).
) Jestli¾e b, � nezávisí na èase, redukuje se (II) na po¾adavek lips
hitzovskostifunk
í b : Rm �! Rm a � : Rm �! M m�n . V takovém pøípadì je (I) zøejmýmdùsledkem (II).d) Obe
nì platí, ¾e koe�
ienty vyhovují
í (II) jsou lineárního rùstu, pokud jsoub(�; 0), �(�; 0) omezené funk
e na [0; T ℄. Uvidíme ov¹em v dal¹ím výkladu, ¾e jeu¾iteèné vìdìt, které odhady závisí pouze na pøedpokladu (I) a nikoliv na (II).e) Pokud je poèáteèní èas t0 zvolen pevnì, lze uva¾ovat koe�
ienty de�nované jenna [t0; T ℄�Rm . Zpravidla nás v¹ak zajímá øe¹itelnost úlohy (1), (2) pro libovolnouvolbu poèáteèního èasu a poèáteèní podmínky.Poznámka 2.2. Ne
h» jsou b a � borelovské funk
e de�nované na R+ � Rm ,jeji
h¾ restrik
e na [0; T ℄�Rm pro ka¾dé T > 0 splòují (I), (II) (s konstantami, kterémohou na T záviseti). Podle vìty 2.1 pro ka¾dé T > t0 existuje øe¹ení X(T ) úlohy(1), (2) na intervalu [t0; T ℄. Z tvrzení o jednoznaènosti vyplývá, ¾e X(S)t = X(T )tpro v¹e
hna t0 � t � S P-skoro jistì, kdykoliv t0 < S < T . De�nujeme-li tedyXt = X(t0+N+1)t pro t 2 [t0 +N; t0 +N + 1[, N 2 N ;ovìøí se snadno, ¾e X je (jediné) øe¹ení (1), (2) na intervalu [t0;1[.Poznámka 2.3. Podle de�ni
e je øe¹ení X progresivnì mìøitelný pro
es (jak toi vy¾aduje Itôova theorie sto
hasti
ké integra
e, kterou u¾íváme). Ft0 -mìøitelnostpoèáteèní podmínky ' je proto nutný pøedpoklad. Tøída pøípustný
h poèáteèní
hpodmínek ov¹em znaènì závisí na volbì �ltra
e (Ft).a) Ne
h» je (Ft) oboha
ená kanoni
ká �ltra
e Wienerova pro
esu,Ft = �(N;W (r); r � t); N = fN 2 F ; P(N) = 0g;je známo, ¾e tato �ltra
e splòuje (UC).17 Proto¾e W (0) = 0 P-skoro v¹ude na 
,je F0 = �(N; 
), tudí¾ F0-mìøitelné funk
e jsou P-skoro v¹ude konstantní. V èaset0 = 0 lze zadávat jen deterministi
ké poèáteèní podmínky, '(�) = x 2 Rm P-skorojistì.b) Buï W (Ft)-Wienerùv pro
es pro nìjakou �ltra
i (Ft) a ' náhodná velièinanezávislá s F1. Polo¾me Gt = Ft _ �('), t � 0. Je jasné, ¾e funk
e ' je Gt0-mìøitelná a pro
es W je (Gt)-adaptovaný. Zvolme t > s, tvrdíme, ¾e W (t)�W (s)17Cf. I. Karatzas, S. E. Shreve: Brownian motion and sto
hasti
 
al
ulus, Springer{Verlag,New York 1988, Proposition 2.7.7. 37



a Gs jsou nezávislé. Podle pøedpokladu je toti¾ pøírùstek W (t)�W (s) nezávislý se�-algebramiFs i �('), je tedy nezávislý i s �-algebrou generovanou jeji
h sjedno
e-ním.18 W je proto (Gt)-Wienerùv pro
es. To znamená, ¾e úlohu (1), (2) s poèáteènípodmínkou nezávislou s Wienerovým pro
esem mù¾eme v¾dy øe¹it pra
ují
e nasto
hasti
ké basi (
;F ; (Gt);P).Poznámka 2.4. Jak uvidíme v dùsledku 2.3, pøedpoklad Ek'k2 < 1 je proexisten
i øe¹ení redundantní; methoda, kterou u¾ijeme k dùkazu vìty 2.1, ho v¹akvy¾aduje. Kvadrati
ká integrovatelnost poèáteèní podmínky je naopak podstatná,
h
eme-li získat øe¹ení s koneèným druhým momentem. Tvrzení 2Æ vìty to dokon
eukazuje pro libovolné p � 2: øe¹ení Xt le¾í v prostoru Lp(
;Rm) pro v¹e
hna t,pokud v nìm le¾í poèáteèní podmínka '. Spe
iálnì si pov¹imnìme, ¾e je-li poèáteènípodmínka ' = x 2 Rm deterministi
ká, pak supt�T kXtk 2 Lq(P) pro v¹e
hnaq <1.Nejprve doká¾eme, ¾e existuje nejvý¹e jedno øe¹ení. K tomu staèí, aby koe�
ientysplòovaly pøedpoklady vìty 2.1 pouze lokálnì.Vìta 2.2. Buïte b : [0; T ℄� Rm �! Rm a � : [0; T ℄� Rm �! M m�n borelovskéfunk
e vyhovují
í pøedpokladu(III) 8N 2 N 9KN <1 8t � 0 8x; y 2 Rm ; kxk _ kyk � Nkb(t; x)� b(t; y)k _ k�(t; x)� �(t; y)k � KNkx� yk:Ne
h» t0 2 [0; T [ a X, Y jsou dvì øe¹ení rovni
e (1) taková, ¾e X(t0) = Y (t0)P-skoro jistì. Potom X = Y na [t0; T ℄, to jestP�X(t) = Y (t) 8t 2 [t0; T ℄	 = 1:Dùkaz. Pro zjednodu¹ení zápisu pøedpokládejme { bez újmy na obe
nosti { ¾et0 = 0. Pro N 2 N polo¾me�N = inf�t � 0; kXtk � N	 ^ inf�t � 0; kYtk � N	s konven
í inf ; = T ; �N jsou zøejmì markovské èasy. Pro
esy X a Y øe¹í (1) aX0 = Y0, z èeho¾ plyneXt � Yt = Z t0 �b(s;Xs)� b(s; Ys)	ds+ Z t0 ��(s;Xs)� �(s; Ys)	 dWspro v¹e
hna t 2 [0; T ℄, spe
iálnì, oba integrály jsou dobøe de�novány. Na mno¾inìf�N = 0g platí X(t ^ �N ) � Y (t ^ �N ) = X(0) � Y (0) = 0, 0 � t � T , podle18Viz napø. J. ©tìpán: Teorie pravdìpodobnosti, A
ademia, Praha 1987, Dùsledek II.5.2.38



pøedpokladu, na mno¾inì f�N > 0g pak dostaneme kX(t^ �N)k_kY (t^ �N)k � Npro v¹e
hna t 2 [0; T ℄ vzhledem k de�ni
i �N . Proto zøejmì kX(t^�N)�Y (t^�N )k 2L2(P) a funk
e t 7�! EkX(t^�N )�Y (t^�N )k2 je spojitá díky spojitosti trajektoriía vìtì o majorisované konvergen
i. Dále, u¾itím (III) mù¾eme odvoditE Z T0 1[0;�N [(s)

�(s;Xs)� �(s; Ys)

2 ds� K2NE Z T0 1[0;�N [(s)

Xs � Ys

2 ds� 2K2NE Z T0 1[0;�N [(s)�kXsk2 + kYsk2	 ds� 4K2NTN2 <1:To spolu s pøedpokladem (III) umo¾òuje následují
í odhady: Je¾toX(t ^ �N )� Y (t ^ �N ) = Z t^�N0 �b(s;Xs)� b(s; Ys)	 ds+ Z t^�N0 ��(s;Xs)� �(s; Ys)	dWs;dostávámeE

X(t ^ �N )� Y (t ^ �N )

2 � 2E



Z t^�N0 �b(s;Xs)� b(s; Ys)	ds



2+ 2E



Z t^�N0 ��(s;Xs)� �(s; Ys)	dWs



2� 2E�Z t^�N0 

b(s;Xs)� b(s; Ys)

ds�2+ 2E



Z t0 1[0;�N [(s)��(s;Xs)� �(s; Ys)	 dWs



2� 2E��t ^ �N ) Z t^�N0 

b(s;Xs)� b(s; Ys)

2 ds�+ 2E Z t0 1[0;�N [(s)

�(s;Xs)� �(s; Ys)

2 ds� 2K2N (T + 1)E Z t^�N0 kXs � Ysk2 ds� 2K2N (T + 1)E Z t0 

X(s ^ �N )� Y (s ^ �N )

2 ds:39



Podle Gronwallova lemmatu (viz vìta D.1)E

X(t ^ �N )� Y (t ^ �N )

2 = 0pro ka¾dé t 2 [0; T ℄, to jest, X(t ^ �N ) = Y (t ^ �N ) P-skoro jistì pro libovolnét 2 [0; T ℄. Ze spojitosti trajektorií ihned plyneP�! 2 
; X(t; !) = Y (t; !) 8t 2 [0; �N(!)℄	 = 1:Zbývá si uvìdomit, ¾e pro ka¾dé !, pro nì¾ jsou trajektorie X(�; !), Y (�; !) spojité,existuje N0(!) 2 N tak, ¾e �N (!) = T pro N � N0(!). Q.E.D.My¹lenka dùkazu vìty 2.1. Je-li Y m-dimensionálníM-mìøitelný pro
es, de�nujme pro
esKY pøedpisem KY (t) = '+ Z tt0 b(s; Y (s)) ds+ Z tt0 �(s; Y (s)) dW (s); t0 � t � T:Pro
es X je zøejmì øe¹ením (1), (2), právì kdy¾ X = KX, to jest, pokud je pevným bodemzobrazení K. Je mo¾no nalézti úplný metri
ký prostor progresivnì mìøitelný
h pro
esù, v nìm¾je K kontraktivní zobrazení. Existen
e øe¹ení potom plyne z Bana
hovy vìty o pevném bodu,naví
 k (jedinému) øe¹ení konverguje ka¾dá posloupnost fXng tvaru Xn+1 = KXn, n 2 N , X0libovolný poèáteèní pro
es. Chtìjí
e se vyhnout te
hni
kým komplika
ím pøi konstruk
i tohotoúplného prostoru neu¾ijeme vìtu o pevném bodu, ale doká¾eme pøímo konvergen
i posloupnostiitera
í fXng pøi vhodné volbì X0.Dùkaz vìty 2.1. Opìt pro jednodu
host polo¾íme t0 = 0. Buï p 2 [2;1[ takové,¾e Ek'kp <1. De�nujme pro k 2 N náhodné pro
esy Xk pøedpisem:X0(t) = '; 0 � t � T;Xk+1(t) = '+ Z t0 b(s;Xk(s)) ds+ Z t0 �(s;Xk(s)) dW (s); 0 � t � T: (5)a) Nejprve vyjasníme, ¾e de�ni
e (5) je korektní, to jest, pro
esy Xk jsou M -mìøitelné a integrály v (5) konvergují. K tomu doká¾eme induk
í, ¾e existuje kon-stanta D, závisí
í jen na K�, T , p, taková, ¾e pro v¹e
hna k 2 N platí1 + EkXk(t)kp � D�1 + Ek'kp� kXi=0 (Dt)ii! ; 0 � t � T: (6)Polo¾me D = max�3p�1; 6p�1T p2�1Kp� (Cp + T p2 )�;kde Cp je konstanta z vìty 1.1. Pro k = 0 je X0 M -mìøitelný pro
es a odhad (6) jetriviálnì splnìn. Ne
h» tedy pro nìjaké k � 0 u¾ víme, ¾e Xk je dobøe de�novanýM -mìøitelný náhodný pro
es vyhovují
í odhadu (6). Potom jsou integrandy ve40



formuli (5) progresivnì mìøitelné: podle pøedpokladu je Xk : [0; T ℄ � 
 �! RmM -mìøitelné zobrazení, tedy ih : [0; T ℄�
 �! [0; T ℄� Rm ; (s; !) 7�! (s;Xk(s; !))je M -mìøitelná funk
e. Proto¾e b a � jsou borelovské, jsou superposi
e b Æ h a� Æ h M -mìøitelné. Dále, podle pøedpokladu lineárního rùstu (I) a vzhledem kindukènímu pøedpokladu jestE Z T0 kb(s;Xk(s))k ds � K� Z T0 �1 + EkXk(s)k�ds� K�T �1 + sup0�s�T(EkXk(s)kp)1=p� <1;E Z T0 k�(s;Xk(s))k2 ds � K2�E Z T0 �1 + kXk(s)k�2 ds� 2K2� Z T0 �1 + EkXk(s)k2�ds <1;tedy integrály ve formuli (5) jsou dobøe de�novány. Ovìøme, ¾e (6) platí i pro k+1.OdhadujmeEkXk+1(t)kp = E



'+ Z t0 b(s;Xk(s)) ds+ Z t0 �(s;Xk(s)) dW (s)



p� 3p�1�Ek'kp + E



Z t0 b(s;Xk(s)) ds



p+ E



Z t0 �(s;Xk(s)) dW (s)



p�� 3p�1�Ek'kp + I1 + I2�:Pøitom u¾itím H�olderovy nerovnosti a (I) dostanemeI1 � E�Z t0 kb(s;Xk(s))k ds�p� tp�1E Z t0 kb(s;Xk(s))kp ds � T p�1Kp� Z t0 E�1 + kXk(s)k�p ds� (2T )p�1Kp� Z t0 �1 + EkXk(s)kp�ds:Podobnì vzhledem k odhadu pro p-tý moment sto
hasti
kého integrálu (viz pøíklad1.1) I2 � CpT p2�1E Z t0 k�(s;Xk(s))kp ds� 2p�1Kp�CpT p2�1 Z t0 �1 + EkXk(s)kp�ds;41




o¾ dáváEkXk+1(t)kp � 3p�1Ek'kp + 6p�1T p2�1Kp� (Cp + T p2 ) Z t0 �1 + EkXk(s)kp�ds;tudí¾ 1 + EkXk+1(t)kp � D�1 + Ek'kp�+D Z t0 �1 + EkXk(s)kp�ds: (7)Pravou stranu (7) odhadneme podle indukèního pøedpokladu:1 + EkXk+1(t)kp � D�1 + Ek'kp�+D Z t0 D�1 + Ek'kp�� kXi=0 (Ds)ii! � ds= D�1 + Ek'kp� k+1Xi=0 (Dt)ii! ;èím¾ je (6) ovìøeno.b) Polo¾me L = 2p�1T p2�1Kp(Cp + T p2 ):U¾ívají
e opìt induk
i doká¾eme, ¾e pro v¹e
hna k 2 N platíE sup0�s�t kXk+1(s)�Xk(s)kp � (Lt)kk! E sup0�r�T kX1(r)�X0(r)kp; 0 � t � T: (8)Pro k = 0 je odhad (8) jistì pravdivý, je také zøejmé, ¾e jeho pravá strana jekoneèná. Ne
h» tedy je (8) ji¾ ovìøeno pro nìjaké k � 0. PotomE sup0�s�t kXk+2(s)�Xk+1(s)kp� 2p�1E sup0�s�t



Z s0 �b(r;Xk+1(r))� b(r;Xk(r))	dr



p+ 2p�1E sup0�s�t



Z s0 ��(r;Xk+1(r))� �(r;Xk(r))	dW (r)



p� 2p�1�J1 + J2	:Aplika
e H�olderovy nerovnosti a pøedpokladu (II) dáváJ1 � E sup0�s�t sp�1 Z s0 kb(r;Xk+1(r))� b(r;Xk(r))kp dr� T p�1E Z t0 kb(r;Xk+1(r))� b(r;Xk(r))kp dr� T p�1Kp Z t0 EkXk+1(r)�Xk(r)kp dr:42



Analogi
ky, J2 � CpT p2�1E Z t0 k�(r;Xk+1(r))� �(r;Xk(r))kp dr� CpT p2�1Kp Z t0 EkXk+1(r)�Xk(r)kp dr:To spolu s indukèním pøedpokladem implikujeE sup0�s�t kXk+2(s)�Xk+1(s)kp � L Z t0 EkXk+1(r)�Xk(r)kp dr� L Z t0 Lkrkk! dr E sup0�v�T kX1(v)�X0(v)kp= Lk+1tk+1(k + 1)! E sup0�v�T kX1(v)�X0(v)kp;tím je (8) dokázáno.
) Posloupnost fXkg1k=0 je 
au
hyovská v Lp([0; T ℄ � 
;M ; �
 P;Rm), nebo»pro l > j podle Minkowského nerovnosti a odhadu (8)�E Z T0 kXl(s)�Xj(s)kp ds�1=p= �E Z T0 


 l�1Xk=j�Xk+1(s)�Xk(s)�


p ds�1=p� l�1Xk=j�E Z T0 kXk+1(s)�Xk(s)kp ds�1=p� T 1=p l�1Xk=j�E sup0�t�T kXk+1(t)�Xk(t)kp�1=p� T 1=p�E sup0�t�T kX1(t)�X0(t)kp�1=p l�1Xk=j �LkT kk! �1=p����!l;j!1 0;pøièem¾ poslední krok plyne z konvergen
e øadyP1i=0(i!)�1=p(LT )i=p. Existuje tedyprogresivnì mìøitelná funk
e ~X : [0; T ℄�
 �! Rm tak, ¾elimk!1E Z T0 kXk(s)� ~X(s)kp ds = 0: (9)43



Polo¾me X(t) = '+ Z t0 b(s; ~X(s)) ds+ Z t0 �(s; ~X(s)) dW (s): (10)Nebo» funk
e b a � splòují (I) a ~X 2 L2(� 
 P;Rm), ovìøí se snadno postupem zbodu a), ¾e integrály ve formuli (10) jsou dobøe de�novány a X je M -mìøitelnýnáhodný pro
es se spojitými trajektoriemi.d) Tvrdíme, ¾e limk!1 E sup0�t�T kXk+1(t)�X(t)kp = 0: (11)Podle de�ni
e jest toti¾Xk+1(t)�X(t) = Z t0 �b(s;Xk(s))� b(s; ~X(s))	ds+ Z t0 ��(s;Xk(s))� �(s; ~X(s))	dW (s);proèe¾ postupují
e jako v bodu b) uká¾emeE sup0�t�T kXk+1(t)�X(t)kp � LE Z T0 kXk(s)� ~X(s)kp dsa u¾ijeme (9). Porovnáním (9) a (11) nahlédneme, ¾e X = ~X � 
 P-skoro v¹ude,tak¾e z (10) dostanemeX(t) = '+ Z t0 b(s;X(s)) ds+ Z t0 �(s;X(s)) dW (s); 0 � t � T;P-skoro jistì a X je proto øe¹ení úlohy (1), (2).e) Vìta 2.2 implikuje, ¾e X je jediné øe¹ení úlohy (1), (2).f) Podle nerovnosti (6) platísup0�t�T�1 + EkXk(t)kp� � DeDT �1 + Ek'kp�; k 2 N :Vzhledem k (11) ov¹em limk!1 EkXk(t)�X(t)kp = 0 pro v¹e
hna t 2 [0; T ℄, tudí¾té¾ EkXk(t)kp �! EkX(t)kp asup0�t�T�1 + EkX(t)kp� � DeDT �1 + Ek'kp�: (12)44



Nyní u¾ snadno odvodíme odhad (4). JestE sup0�t�T kX(t)kp � 3p�1�Ek'kp + E sup0�t�T 



Z t0 b(s;X(s)) ds



p+ E sup0�t�T 



Z t0 �(s;X(s)) dW (s)



p�� 3p�1�Ek'kp + T p�1E Z T0 kb(s;X(s))kp ds+ CpT p2�1E Z T0 k�(s;X(s))kp ds�� 3p�1�Ek'kp + 2p�1Kp�T p2�1(Cp + T p2 ) Z T0 �1 + EkX(s)kp�ds�a do pravé strany právì odvozené nerovnosti dosadíme z (12). Q.E.D.Poznámka 2.5. Mírnou modi�ka
í method u¾itý
h v dùkazu vìty 2.1 lze uká-zat: za pøedpokladù této vìty pro ka¾dé p 2 [2;1[ existuje konstanta C+ =C+(p; T;K) <1 taková, ¾eE supt0�t�T kX(t)� eX(t)kp � C+EkX(t0)� eX(t0)kp (13)pro libovolná øe¹ení X, eX rovni
e (1) s X(t0); eX(t0) 2 Lp(
;Rm). Nerovnost (13)lze pøirozeným zpùsobem interpretovat jako spojitou závislost øe¹ení na poèáteènípodmín
e.Naznaème dùkaz (13). Z tvrzení 2Æ vìty 2.1 vyplývá, ¾eE supt0�t�T�kX(t)kp + k eX(t)kp	 <1: (14)Postupují
e jako v bodu b) dùkazu mù¾eme ovìøit, ¾eE supt0�s�� kX(s)� eX(s)kp� 2p�1EkX(t0)� eX(t0)kp + 2p�1L Z �t0 EkX(r)� eX(r)kp dr (15)pro ka¾dé � 2 [t0; T ℄. Spe
iálnì,EkX(t)� eX(t)kp� 2p�1EkX(t0)� eX(t0)kp + 2p�1L Z tt0 EkX(r)� eX(r)kp dr; t0 � t � T;45



a vzhledem k (14) lze u¾íti Gronwallovo lemma k odvození odhaduEkX(t)� eX(t)kp � 2p�1e2p�1TLEkX(t0)� eX(t0)kp; t0 � t � T: (16)Nerovnost (13) dostaneme, dosadíme-li do (15) � = T a získaný odhad zkombinu-jeme s (16).Poznámka 2.6. Jsou-li �k : 
 �! R mìøitelné funk
e takové, ¾e P1k=0 k�kkLp(
) < 1 pronìjaké p � 1, potom øada P1k=0 �k(!) konverguje absolutnì pro P-skoro v¹e
hna !, je¾toZ
 1Xk=0���k(!)��dP(!) = 1Xk=0Z
���k(!)��dP(!) � 1Xk=0

�k

Lp(
) <1:Polo¾me nyní �k = sup0�t�T kXk+1(t) � Xk(t)k, v kroku 
) dùkazu vìty 2.1 jsme impli
itnìukázali, ¾e z k'kLp(
) <1 (pro p � 2) plyne P1k=0

�k

Lp(
) <1, 
o¾ implikuje1Xk=N sup0�t�T kXk+1(t; !)�Xk(t; !)k �����!N!1 0 (17)pro P-skoro v¹e
hna !. Jeliko¾ oèividnìXN (t) = X0(t) + N�1Xk=0 �Xk+1(t)�Xk(t)�;pro M > N dostanemesup0�t�T kXM (t)�XN (t)k = sup0�t�T 



M�1Xk=N �Xk+1(t)�Xk(t)�



� 1Xk=N sup0�t�T kXk+1(t)�Xk(t)ka vzhledem k (17) je proto posloupnost fXN (�; !)g stejnomìrnì 
au
hyovská na [0; T ℄ pro P-skorov¹e
hna !. Podle (11) jest její limita nutnì X(�; !), aproximují
í posloupnost zkonstruovaná vdùkazu vìty 2.1 tedy konverguje k øe¹ení v dosti silném smyslu:Xk(�; !) ����!k!1 X(�; !) stejnomìrnì na [0; T ℄ pro P-skoro v¹e
hna !.Uka¾me si dále standardní postup, jeho¾ pomo
í lze odstranit pøedpoklad integ-rovatelnosti poèáteèní podmínky ve vìtì 2.1.Dùsledek 2.3. Ne
h» koe�
ienty b a � splòují pøedpoklady vìty 2.1. Potom proka¾dé t0 2 [0; T [ a libovolnou Ft0-mìøitelnou funk
i ' : 
 �! Rm existuje jedinéøe¹ení X úlohy (1), (2).Dùkaz. Opìt pro jednodu
host polo¾me t0 = 0.46



Krok 1. Buïte �;  : 
 �! Rm F0-mìøitelná zobrazení splòují
í Ek�k2 < 1,Ek k2 <1. Ne
h» jsou Y; Z øe¹ení rovni
e (1) s poèáteèními podmínkami Y (0) = �,Z(0) =  , zkonstruovaná podle vìty 2.1. Oznaème� = �! 2 
; �(!) =  (!)	;doká¾eme, ¾e Pn! 2 �; sup0�t�T kY (t; !)� Z(t; !)k 6= 0o = 0: (18)Zøejmì jest 1�(� �  ) = 0 a 1� je F0-mìøitelná funk
e, tedy1��Y (t)� Z(t)� = Z t0 1��b(s; Y (s))� b(s; Z(s))	ds+ Z t0 1���(s; Y (s))� �(s; Z(s))	dW (s):U¾itím lips
hitzovskosti koe�
ientù dostanemeE

1��Y (t)� Z(t)�

2 � 2K2(T + 1) Z t0 E

1��Y (s)� Z(s)�

2 ds;tak¾e (18) plyne ze spojitosti trajektorií a Gronwallova lemmatu.Krok 2. Buï nyní ' : 
 �! Rm libovolná F0-mìøitelná funk
e, pro N 2 Npolo¾me 
N = f! 2 
; k'(!)k � Ng; 'N = 1
N' = � ' na 
N ,0 jinde.Potom 'N 2 L1(F0;Rm) a u¾itím vìty 2.1 nalezneme øe¹ení XN rovni
e (1),splòují
í XN (0) = 'N . Podle kroku 1 jest XM = XN P-skoro jistì na 
N , kdykolivM � N . Limita X(�; !) � limM!1XM (�; !)je tedy dobøe de�nována P-skoro v¹ude na SM�1
M , pøitom P�SM�1
M� = 1.Filtra
e (Ft) splòuje (UC), proto je snadné dode�novat X jako (Ft)-adaptovanýpro
es se spojitými trajektoriemi (nutnì tedy progresivnì mìøitelný). Podle kon-struk
e jest X = XN skoro jistì na 
N , odtud plyneZ t0 �(s;XN(s)) dW (s) = Z t0 �(s;X(s)) dW (s); 0 � t � T;47



P-skoro v¹ude na 
N . Je¾to oèividnìZ t0 b(s;XN(s)) ds = Z t0 b(s;X(s)) ds; 0 � t � T;P-skoro v¹ude na 
N , nahlédneme u¾ snadno, ¾e pro
es X øe¹í rovni
i (1), (2);jednoznaènost je opìt dùsledkem vìty 2.2. Q.E.D.Poznámka 2.7. Odhlédneme-li od rovni
 lineární
h, jim¾ bude vìnována pøí¹tíkapitola, jsme jen výjimeènì s
hopni zapsat øe¹ení sto
hasti
ké diferen
iální rovni
ev uzavøeném tvaru. Jeden pøípad, kdy to lze, pro zajímavost uveïme. Uva¾ujmejednodimensionální rovni
idX = b(t;X) dt+ �(t;X) dW; X(0) = x0 2 R; (19)se spojitými koe�
ienty b; � 2 C (R+ � R). Ne
h» existuje deriva
e ���x a je spojitáv¹ude na R+ � R. Pøímoèará aplika
e Itôovy formule ukazuje, ¾e pokud je u 2C1;2(R+ � R) funk
e taková, ¾e�u�t (t; y) = b(t; u(t; y))� 12�����x�(t; u(t; y));�u�y (t; y) = �(t; u(t; y)); u(0; 0) = x0; 9>>=>>; (20)pro v¹e
hna (t; y) 2 R+ � R, pak pro
es Xt = u(t;Wt) øe¹í rovni
i (19). Naléztifunk
i u vyhovují
í vztahùm (20) ov¹em obe
nì není o ni
 sna¾¹í, ne¾ expli
itnìøe¹it pøímo úlohu (19), ni
ménì, nìkdy tvar funk
e u uhádnout lze.19Kupøíkladu, pøi a > 0 je pro
essXt = (1 + t)2�x0 + a(Wt � t)�øe¹ením rovni
edX = � 2X1 + t � a(1 + t)2� dt+ a(1 + t)2 dW; X(0) = x0:Je-li x0 2 ℄��; �[, pak pro
esXt = 2ar
tghtg�x02 �eWtiøe¹í rovni
i dX = 14 sin 2X dt+ sinX dW; X(0) = x0:Ovìøit vztahy (20) je v prvém pøípadì snadné, jde ov¹em o rovni
i lineární, kterou lze jinýmipostupy vyøe¹it pohodlnìji. V druhém pøípadì u¾ijeme následují
í formule z elementární trigono-metrie: sin 2x = 2 sin x 
os x; sin ar
tg x = x(1 + x2)1=2 ; 
os ar
tg x = 1(1 + x2)1=2 :19Tro
hu podrobnìj¹í informa
e o této methodì, vèetnì nutný
h podmínek na koe�
ienty,aby øe¹ení vùbe
 mohlo být tvaru u(t;W ), lze nalézti v uèební
h texte
h P. Mandl: Elements ofsto
hasti
 analysis, Example 5.2, a P. Mandl, V. Lánská, I. Vrkoè: Exer
ises in sto
hasti
 analysis,Exer
ises 21{28, které vy¹ly jako pøíloha èasopisu Kybernetika, roèník 14 (1978).48



3. Lineární sto
hasti
ké diferen
iální rovni
eTato kapitola je vìnována lineárním sto
hasti
kým diferen
iálním rovni
ím. Jed-nak jsou dùle¾ité v aplika
í
h, jednak je (alespoò v prin
ipu) mo¾no nalézti jeji
høe¹ení v uzavøeném tvaru, 
o¾ usnadòuje hlub¹í zkoumání jeji
h vlastností.V 
elé kapitole pøedpokládáme, ¾e jsou pevnì zvoleny sto
hasti
ká base (
;F ;(Ft);P), n-dimensionální (Ft)-Wienerùv pro
es W a koe�
ienty A, b a � splòují
í(P) A 2 L1lo
(R+ ; M m�m); b 2 L1lo
(R+ ;Rm) a � 2 L2lo
(R+ ; M m�n):Jinými slovy, A, b a � jsou mìøitelné funk
e takové, ¾eZ T0 nkA(t)k+ kb(t)k+ k�(t)k2o dt <1 pro v¹e
hna T > 0:Ne
h» je dále dáno t0 � 0 a Ft0 -mìøitelná náhodná velièina  : 
 �! Rm . Budemevy¹etøovat úlohudX = �A(t)X + b(t)�dt+ �(t) dW (t); X(t0) =  : (1)Oèividnì jdì o spe
iální pøípad rovni
e dX = �b(t;X) dt+ ��(t;X) dW , uva¾ované vkapitole 2, pøi volbì�b(t; x) = A(t)x+ b(t); ��(t; x) = �(t); t � 0; x 2 Rm : (2)Rovni
ím tvaru (1) øíkáme lineární (pøi pevném t je jeji
h difuse konstantní a drifta�nní funk
e).Je známo,20 ¾e za pøedpokladu (P) existuje fundamentální mati
e � = �(�; t0)(odpovídají
í poèáteènímu èasu t0 � 0) homogenní lineární diferen
iální rovni
e_x = A(t)x;to jest, funk
e � 2 AClo
(R+ ; M m�m) vyhovují
í vztahu�(t) = I + Z tt0 A(s)�(s) ds; t 2 R+ : (3)Øe¹ení (deterministi
ké) nehomogenní di�eren
iální rovni
e_x = A(t)x+ b(t); x(t0) = zje dáno formulí varia
e konstantx(t) = �(t)z + �(t) Z tt0 ��1(s)b(s) ds: (4)Uká¾eme, ¾e vzore
 (4) lze roz¹íøit i na lineární rovni
e sto
hasti
ké.20Struèné odvození potøebný
h výsledkù je podáno v apendixu E, kde je i zavedeno u¾ívanéoznaèení. 49



Tvrzení 3.1. Náhodný pro
esX(t) = �(t) + �(t) Z tt0 ��1(s)b(s) ds+ �(t) Z tt0 ��1(s)�(s) dW (s); t � t0; (5)je jediným øe¹ením úlohy (1).Poznámka 3.1. Pøedpoklad (P) zaji¹»uje, ¾e integrály ve vzor
i (5) jsou dobøede�novány. Pov¹imnìme si, ¾e funk
e �b a �� zavedené v (2) splòují pøedpokladyvìty 2.2; pøedpoklady vìty 2.1 jsou splnìny, jsou-li A, b a � naví
 lokálnì omezené.Význam tvrzení 3.1 nespoèívá v existenèním výsledku ponìkud obe
nìj¹ím, ale vexpli
itní representa
i øe¹ení.Heuristi
ky lze formuli (5) odvodit z vzor
e (4) následují
í úvahou: kdyby byly trajektorieWienerova pro
esu absolutnì spojité, pak by byla úloha (1) ekvivalentní s rovni
í _X = A(t)X +fb(t) + �(t) _W (t)g, její¾ øe¹ení mù¾eme representovat pomo
í (4), 
o¾ vede na rovnost (5). (Proabsolutnì spojitou funk
i W toti¾ platí _W dt = dW .)Podotknìme dále, ¾e formule (5) poskytuje pro
es se sto
hasti
kým diferen
iálem (1) pro libo-volnou náhodnou velièinu  , ne nutnì adaptovanou. Pro
es X ov¹em v takovém pøípadì nemusíbýt progresivnì mìøitelný; lze ho pokládat za øe¹ení (1), je v¹ak nutno s ním pra
ovat dostateènìopatrnì.Pøipomeòme, ¾e Itôova formule, pou¾ita na funk
i (x; y) 7�! xy, poskytuje jedno-du
hý výraz pro sto
hasti
ký diferen
iál souèinu: pro spojité reálné semimartingalyY 1, Y 2 platí Y 1t Y 2t = Y 10 Y 20 + Z t0 Y 1s dY 2s + Z t0 Y 2s dY 1s + hY 1; Y 2it:Mají-li Y 1, Y 2 sto
hasti
ký diferen
iál, dY it = �it dt + �it dBt, kde B je reálnýWienerùv pro
es, pakd�Y 1Y 2� = ��1Y 2 + �2Y 1 + �1�2	 dt+ ��1Y 2 + �2Y 1	 dB:Nyní ji¾ mù¾eme pøistoupit k dùkazu formule varia
e konstant (5).Dùkaz. Jednoznaènost plyne z vìty 2.2, pøímý dùkaz je v¹ak snadný: jsou-li X1,X2 dvì øe¹ení problému (1), pak podle de�ni
e øe¹eníX1(t)�X2(t) = Z tt0 A(s)�X1(s)�X2(s)	ds; t � t0;P-skoro jistì, tudí¾ takékX1(t; !)�X2(t; !)k � Z tt0 kA(s)k kX1(s; !)�X2(s; !)k ds; t � t0;50



pro P-skoro v¹e
hna ! 2 
, lze proto u¾íti Gronwallovo lemma. (Uvìdomme si,¾e funk
e kAk je lokálnì integrovatelná a trajektorie pro
esu X1 �X2 jsou spojitéskoro jistì.)Ovìøíme, ¾e pro
es X de�novaný vztahem (5) je øe¹ení. Zøejmì je X progresivnìmìøitelný a X(t0) =  . Oznaème = ( i)mi=1; X(t) = �Xi(t)�mi=1; �(t) = ��ij(t)�mi;j=1; ��1(t) = ��ij(t)�mi;j=1:Polo¾meZj(t) =  j + mXk=1Z tt0 �jk(s)bk(s) ds+ nXl=1 mXk=1 Z tt0 �jk(s)�kl(s) dWl(s);1 � j � m. Tedy Xi(t) = mXj=1�ij(t)Zj(t); 1 � i � m:Je¾to dZj(t) = mXk=1�jk(t)bk(t) dt+ nXl=1 mXk=1�jk(t)�kl(t) dWl(t);d�ij(t) = mXq=1Aiq(t)�qj(t) dt;(prvá z tì
hto rovností je pøímým dùsledkem de�ni
e Z, druhá je pøepisem (3) vsymboli
e sto
hasti
kého diferen
iálu), platí podle vìty o sto
hasti
kém diferen
iálusouèinu d(�ij(t)Zj(t)) = mXk=1�ij(t)�jk(t)bk(t) dt+ mXq=1Aiq(t)�qj(t)Zj(t) dt+ nXl=1 mXk=1�ij(t)�jk(t)�kl(t) dWl(t):Berou
e do úvahy, ¾e mXj=1�ij(t)�jk(t) = Æik;dostaneme dXi(t) = mXj=1 d��ij(t)Zj(t)�51



= mXk=1 mXj=1�ij(t)�jk(t)bk(t) dt+ mXq=1Aiq(t)� mXj=1�qj(t)Zj(t)� dt+ nXl=1 mXk=1 mXj=1 �ij(t)�jk(t)�kl(t) dWl(t)= mXk=1 Æikbk(t) dt+ mXq=1Aiq(t)Xq(t) dt+ nXl=1 mXk=1 Æik�kl(t) dWl(t):Odvodili jsme rovnostdXi(t) = " mXq=1Aiq(t)Xq(t) + bi(t)# dt+ nXl=1 �il(t) dWl(t);1 � i � m, X(t) je tudí¾ øe¹ením rovni
e (1). Q.E.D.Tvrzení 3.2. Buï X(t) øe¹ení rovni
e (1) s poèáteèní podmínkou splòují
íEk k2 < 1. De�nujme funk
e � : [t0;1[ �! Rm a % : [t0;1[2 �! M m�mpøedpisem �(t) = EX(t);%(s; t) = E��X(s)�m(s)��X(t)�m(t)���:Potom �(t) = �(t)��(t0) + Z tt0 ��1(r)b(r) dr�;%(s; t) = �(s)�%(t0; t0) + Z s^tt0 ��1(u)�(u)�(u)���1(u)� du��(t)� (6)pro libovolná s; t 2 [t0;1[.Z formule (5) lze snadno nahlédnout, ¾e X(t) 2 L2, pokud  2 L2, tak¾e � a %jsou korektnì de�novány; � se nazývá vektor støední
h hodnot, % kovarianèní mati
epro
esu X. Pro názornost je¹tì de�ni
i � a % pøepi¹me po slo¾ká
h:�i(t) = EXi(t); 1 � i � m;%ij(s; t) = En�Xi(s)� EXi(s)��Xj(t)� EXj(t)�o; 1 � i; j � m;52



a uvìdomme si, ¾e�(t0) = E ; %(t0; t0) = E�( � E )( � E )��;tak¾e %(t0; t0) = 0, právì kdy¾ je poèáteèní podmínka deterministi
ká, ' = x 2 RmP-skoro jistì.Dùkaz. Prvé tvrzení je zøejmé, odvodíme druhé. Pøedpokládejme nejprve, ¾e = 0. Pro urèitost buï s � t. Uva¾me, ¾eHv = Z vt0 ��1(r)�(r) dW (r); v � t0;je spojitý m-dimensionální L2-martingal; z výsledkù uvedený
h v kapitole 0 plynerovnost hhHiiv = Z vt0 ��1(u)�(u)�(u)���1(u)� du:Pov¹imnìme si, ¾e hhHii je deterministi
ká funk
e, tedy E�HvH�v � = hhHiiv. U¾itímformule (5) a de�ni
e % dostaneme:%(s; t) = E ���(s) Z st0 ��1(u)�(u) dW (u)���(t) Z tt0 ��1(u)�(u) dW (u)���= �(s)E [HsH�t ℄�(t)� = �(s)E hE�HsH�t �� Fs�i�(t)�= �(s)EhHsE�H�t �� Fs�i�(t)� = �(s)E [HsH�s ℄�(t)�= �(s)hhHiis�(t)�= �(s)�Z st0 ��1(u)�(u)�(u)���1(u)� du��(t)�:Je-li  6= 0, mù¾eme postupovati z
ela analogi
ky uvìdomiv¹e si, ¾e Ht a  jsounezávislé.21 Q.E.D.Poznámka 3.2. Polo¾me V (t) = %(t; t). Z tvrzení 3.2 vyplývá, ¾e funk
e � a Vvyhovují diferen
iálním rovni
ím_� = A(t)�+ b(t);_V = A(t)V + V A(t)� + �(t)�(t)�:V pøípadì funk
e � je to ihned zøejmé z formule varia
e konstant. Vzore
 (6) ukazu-je, ¾e V 2 AClo
(R+ ; M m�m), funk
e V má tedy pro skoro v¹e
hna t � 0 deriva
i,ji¾ lze z (6) snadno spoèísti.Úmluva. Budeme-li v dal¹ím pøedpokládat, ¾e poèáteèní podmínka  : 
 �!Rm je gaussovská, v¾dy pøipou¹tíme i degenerovaný pøípad  = x 2 Rm .21Nezávislost snadno plyne z nezávislosti pøírùstkù Wienerova pro
esu, viz analogi
ké úvahyv dùkazu následují
ího tvrzení. 53



Tvrzení 3.3. Buï X øe¹ení úlohy (1) s gaussovskou poèáteèní podmínkou  .Potom je náhodný pro
es X gaussovský, to jest: pro libovolná t0 � t1 < : : : < tj je(X(t1)�; : : : ; X(tj)�)� : 
 �! Rmj gaussovská náhodná velièina.Dùkaz. Zvolme libovolnì t0 � t1 < � � � < tj , polo¾meZ(t) =  + Z tt0 ��1(s)�(s) dW (s); t � t0;a oznaème X = 0B�X(t1)...X(tj)1CA ; Z = 0B�Z(t1)...Z(tj)1CA :PotomX = 0B��(t1) : : : 0... . . . ...0 : : : �(tj)1CA0B�R t1t0 ��1(s)b(s) ds...R tjt0 ��1(s)b(s) ds1CA+0B��(t1) : : : 0... . . . ...0 : : : �(tj)1CAZ:Prvý èlen vpravo je deterministi
ký, proto je vektor X a�nním obrazem Z a staèídokázat, ¾e Z je gaussovský. Jest ov¹emZ = 0BB� Im 0 : : : 0Im Im : : : 0... ... . . . ...Im Im : : : Im1CCA0BB� Z(t1)Z(t2)� Z(t1)...Z(tj)� Z(tj�1)1CCA ;kde Im 2 M m�m je identi
ká mati
e typu m � m. Dùkaz bude hotov, ovìøíme-li, ¾e Z(t1); Z(t2) � Z(t1); : : : ; Z(tj) � Z(tj�1) jsou nezávislé gaussovské (pak je ijeji
h sdru¾ené rozdìlení gaussovské). Buïte Qr (deterministi
ké) M m�n -hodnotovéjednodu
hé funk
e takové, ¾elimr!1 Z tj0 

Qr(s)� ��1(s)�(s)

2 ds = 0:Potom se snadno { u¾itím de�ni
e sto
hasti
kého integrálu a nezávislosti pøírùst-kù Wienerova pro
esu { ovìøí, ¾e R ti+1ti Qr(s) dW (s) je Fti+1 -mìøitelný gaussovskývektor nezávislý s Fti , i = 0; : : : ; j � 1. Poèáteèní podmínka  je Ft0 -mìøitelnágaussovská, tak¾e i  +R t1t0 Qr(s) dW (s) jeFt1 -mìøitelný gaussovský vektor. Pøitomlimr!1 E



Z ti+1ti Qr(s) dW (s)� Z ti+1ti ��1(s)�(s) dW (s)| {z }=Z(ti+1)�Z(ti) 



2 = 0;
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tak¾e si staèí uvìdomit, ¾e L2-limita gaussovský
h náhodný
h velièin je gaussovskáa té¾ nezávislost se limitním pøe
hodem za
hová. Q.E.D.Z právì dokázaného tvrzení lze vyvodit ponìkud pøekvapují
í dùsledek. Víme, ¾eøe¹ení X rovni
e (1) s poèáteèní podmínkou  gaussovskou má v èase t > t0 rozdìle-níN (�(t); %(t; t)). Je-li mati
e %(t; t) regulární, má gaussovská míraN (�(t); %(t; t))hustotu f , f > 0 na Rm . Uvìdomiv¹e si, ¾e neprázdné otevøené podmno¾iny v Rmmají kladnou Lebesgueovu míru, dostaneme následují
í tvrzení:Dùsledek 3.4. Buï X øe¹ení (1) s gaussovskou poèáteèní podmínkou  . Ne
h»je t > t0 takové, ¾e %(t; t) je regulární mati
e. PotomP�X(t) 2 U	 > 0 (7)pro ka¾dou U 6= ; otevøenou v Rm .Náhodný pro
es, splòují
í (7) pro ka¾dé t > t0 a ka¾dou otevøenou mno¾inuU 6= ;, se nazývá irredu
ibilní. Irredu
ibilita hraje dùle¾itou roli pøi vy¹etøovánílimitního 
hování náhodný
h pro
esù, odvodíme proto nyní postaèují
í podmín-ku pro regularitu mati
e %(t; t) jako jednodu
hou ukázku hluboký
h vztahù, kteréexistují mezi sto
hasti
kou analysou a theorií øízení. Polo¾meMt = Z tt0 ��1(s)�(s)�(s)���1(s)� ds; t > t0:Pøipomeòme, ¾e %(t; t) = �(t)�%(t0; t0) +Mt��(t)�a �(t) je regulární mati
e; %(t; t) je tedy regulární, právì kdy¾ je %(t0; t0) + Mtregulární mati
e. Pøitom zøejmìhMtx; xi = Z tt0 
��1(s)�(s)�(s)���1(s)�x; x�ds= Z tt0 
�(s)���1(s)�x; �(s)���1(s)�x� ds= Z tt0

�(s)���1(s)�x

2 ds� 0; x 2 Rm :Obdobný výpoèet uká¾e, ¾eh%(t0; t0)x; xi � 0; x 2 Rm :Mati
e %(t0; t0) a Mt jsou tudí¾ positivnì semide�nitní, jeji
h souèet je proto taképositivnì semide�nitní. Positivnì semide�nitní mati
e je regulární, právì kdy¾ je55



positivnì de�nitní. Postaèují
í (a v pøípadì %(t0; t0) = 0 i nutnou) podmínkou kregularitì %(t; t) je tedy positivní de�nitnost (ekvivalentnì, regularita) mati
e Mt.Uva¾me rovni
i s øízením_y = A(t)y + �(t)v(t); y(t0) = x; (8)kde, jako døíve, A, � vyhovují pøedpokladu (P) a v 2 L2lo
([t0;1[ ;Rn) je danáfunk
e. Vzhledem k (P) je �(�)v(�) 2 L1lo
([t0;1[ ;Rm) a na úlohu (8) je mo¾noaplikovat vìtu E.1.De�ni
e 3.1. Dvoji
e (A; �) se nazývá regulovatelná na [t0; t℄, jestli¾e pro v¹e
h-na x; z 2 Rm existuje v 2 L2([t0; t℄;Rn) tak, ¾e øe¹ení y rovni
e (8) splòuje y(t) = z.(To jest, pro ka¾dý poèáteèní stav x a kon
ový stav z existuje funk
e v, která øídísystém (8) z x do z. )Tvrzení 3.5. (A; �) je regulovatelná na [t0; t℄, právì kdy¾ je Mt regulární.Dùkaz. Je-li y øe¹ení rovni
e (8), pak podle vzor
e pro varia
i konstanty(t) = �(t)�x+ Z tt0 ��1(s)�(s)v(s) ds�:Zaveïme zobrazeníGt : L2([t0; t℄;Rn ) �! Rm ; v 7�! Z tt0 ��1(s)�(s)v(s) ds:Podle de�ni
e regulovatelnost dvoji
e (A; �) na [t0; t℄ znamená, ¾e pro libovolnáx; z 2 Rm existuje funk
e v 2 L2([t0; t℄;Rn) tak, ¾e z = �(t)x + �(t)Gtv, to jestGtv = ��1(t)z � x. Zobrazení ��1(t) a h 7! h � x jsou bijek
e Rm na sebe;regulovatelnost (A; �) na [t0; t℄ je tedy ekvivalentní s rovností Rng(Gt) = Rm .Je-li Mt regulární, pak pro libovolné pevnì zvolené z 2 Rm polo¾mev(s) = �(s)���1(s)�M�1t z;díky (P) platí v 2 L2([t0; t℄;Rn). DostanemeGtv = Z tt0 ��1(s)�(s)v(s) ds = Z tt0 ��1(s)�(s)�(s)���1(s)� dsM�1t z=MtM�1t z = z:Naopak, buï Mt singulární. Pak lze nalézti z 2 Rm , z 6= 0, tak, ¾e Mtz = 0, prototé¾ 0 = hMtz; zi = Z tt0 
��1(s)�(s)�(s)���1(s)�z; z� ds= Z tt0 

�(s)���1(s)�z

2 ds;56



odtud �(s)���1(s)�z = 0 pro �-skoro v¹e
hna s 2 [t0; t℄. Tudí¾ pro ka¾dou v 2 L2platí hGtv; zi = Z tt0 
��1(s)�(s)v(s); z�ds = Z tt0 
v(s); �(s)���1(s)�z� ds = 0;
o¾ implikuje Rng(Gt) � �Lin(z)�? $ Rm , tedy (A; �) není regulovatelná na [t0; t℄.Q.E.D.Pøíklad 3.1. Mati
e Mt jsou regulární, pokud funk
e ��� nabývá hodnot vregulární
h mati
í
h. Pøesnìji: ne
h» lze nalézti Æ > t0 tak, aby mati
e �(t)�(t)�byla positivnì de�nitní pro t 2 ℄t0; Æ[ (to jest, aby h�(t)�(t)�z; zi > 0 pro ka¾déz 6= 0 a v¹e
hna t 2 ℄t0; Æ[). (Spe
iálnì je tento pøedpoklad splnìn, je-li m = n a�(t) je regulární pro t0 < t < Æ.) Pak je MT regulární pro libovolné T > t0.Skuteènì, ne
h» pro spor platí MT z = 0 pro nìjaká T > t0 a z 6= 0. Potom:0 = hMT z; zi = Z Tt0 
��1(s)�(s)�(s)���1(s)�z; z� ds= Z Tt0 
�(s)�(s)���1(s)�z; ��1(s)�z� ds� Z T^Æt0 
�(s)�(s)���1(s)�z; ��1(s)�z� ds > 0;je¾to ��1(s)�z 6= 0 z regularity �(s), a tedy integrand je striktnì positivní na℄t0; T ^ Æ[ podle pøedpokladu positivní de�nitnosti.Pøíklad 3.2. Lze ukázat,22 ¾e pro konstantní mati
e A 2 M m�m , � 2 M m�n jedvoji
e (A; �) je regulovatelná na [t0; t℄ pro v¹e
hna t > t0, právì kdy¾ má mati
e��;A�;A2�; : : : ; Am�1�� 2 M m�mnhodnost m (tedy maximální mo¾nou).V následují
í
h pøíklade
h detailnìji rozebereme nìkolik jednodu
hý
h lineární
hrovni
.Pøíklad 3.3.Ornstein-Uhlenbe
kovým pro
esem se nazývá øe¹ení jednodimensio-nální rovni
e dXt = �Xt dt+ � dWt; (9)s konstantními koe�
ienty �; � 2 R, � 6= 0. Toto øe¹ení je dáno vzor
emXt = X0e�t + � Z t0 e�(t�s) dW (s); 0 � t <1:22Viz napø. J. Zab
zyk: Mathemati
al 
ontrol theory: An introdu
tion, Birkh�auser, Boston1995, Theorem 1.2. 57



Je-li EX20 <1, � 6= 0, pak podle tvrzení 3.2 dostaneme�(t) = EXt = �(0)e�t;%(t; t) = Var(Xt) = ��22� + �%(0; 0) + �22��e2�t:Zkoumejme nejprve pøípad � < 0. Polo¾me%1 = ��22� > 0a uva¾ujme øe¹ení eX rovni
e (9) s gaussovskou poèáteèní podmínkou eX0 mají
írozdìlení N (0; %1). Potom má eXt rozdìlení N (0; %1) pro v¹e
hna t � 0; lzedokon
e ukázat, ¾e øe¹ení eX je striktnì sta
ionární. Ne
h» je X libovolné øe¹ení (9)s gaussovskou poèáteèní podmínkou X0 (stále pøipou¹tíme i X0 = x 2 R), pak máXt rozdìlení N (�(t); %(t; t)) podle tvrzení 3.3. Zøejmìlimt!1�(t) = 0; limt!1 %(t; t) = %1;odtud Ef(Xt) = 1p2�%(t; t) Z 1�1 f(y) exp�� (y � �(t))22%(t; t) � dy����!t!1 1p2�%1 Z 1�1 f(y) exp�� y22%1� dy = Ef( eX0)pro ka¾dou omezenou borelovskou funk
i f : R �! R podle vìty o majorisovanékonvergen
i. (Spe
iálnì tento výsledek platí pro funk
e tvaru f = 1A, A 2 B(R), apro omezené spojité funk
e na R, 
o¾ znamená, ¾e Xt konverguje k eX0 v distribu
i.)Naopak, pøi � > 0 jest limt!1 %(t; t) = +1;proto pro gaussovská øe¹ení X dostávámeP�Xt 2 [�
; 
℄	 = 1p2�%(t; t) Z 
�
 exp�� (y � �(t))22%(t; t) � dy� 2
p2�%(t; t) ����!t!1 0pro v¹e
hna 
 � 0. 58



Shrnuto: libovolné gaussovské øe¹ení X rovni
e (9) je irredu
ibilní a platí:� < 0 =) 8A 2 B(R) P�Xt 2 A	 ����!t!1 N (0; %1)(A);� > 0 =) 8A 2 B(R) omezenou P�Xt 2 A	 ����!t!1 0:Methodami ménì elementárními lze dokázat daleko ví
e: Buï X libovolné (nikolivnutnì gaussovské) øe¹ení rovni
e (9), potomsupA2B(R)��P�Xt 2 A	�N (0; %1)(A)�� ����!t!1 0pøi � < 0 a limt!1 jXtj = +1 P-skoro jistìpøi � > 0.Poznamenejme, ¾e termín Ornstein-Uhlenbe
kùv pro
es se mnohdy pou¾ívá i proøe¹ení soustavy dX = AX dt+ � dW (t)lineární
h sto
hasti
ký
h diferen
iální
h rovni
 s konstantními koe�
ienty A 2M m�m , � 2 M m�n ; to jest pro pro
esXt = eAtX0 + Z t0 eA(t�s)� dW (s):Pøíklad 3.3 { pokraèování. Náhodný pro
es popsaný rovni
í (9) byl ve fysikální literatuøe(P. Langevin, 1908; G. E. Uhlenbe
k & L. S. Ornstein, 1930) uva¾ován je¹tì pøed vznikem mo-derní theorie náhodný
h pro
esù jako model pro ry
hlost brownovské èásti
e v prostøedí s tøením.Pøedstava je zhruba následují
í: buï Xt poloha èásti
e v èase t, pak první deriva
e _Xt je ry
hlostèásti
e a druhá deriva
e �Xt její zry
hlení v èase t. Podle druhého Newtonova zákona m �X = F ,kde m je hmotnost èásti
e a F pùsobí
í síla. Pøedstavujeme si, ¾e síla je tvaruFm = � _X + � _Ws � 6= 0, � < 0, pøièem¾ první èlen vpravo representuje tøení (je¾ je závislé na ry
hlosti), druhýnáhodné 
uktua
e. Pøi rigorosní interpreta
i dostaneme systém rovni
dX(t) = V (t) dt; dV (t) = �V (t) dt+ � dW;X(0) = x0; V (0) = v0;kde x0; v0 2 R jsou zadané (deterministi
ké) poèáteèní podmínky a W jednodimensionální Wie-nerùv pro
es. Rovni
i pro V umíme vyøe¹it, poloha èasti
e je pak dána vztahemX(t) = x0 + Z t0 V (s) ds; t � 0: (10)59



Pro aplika
e je dùle¾ité znát nejen vlastnosti pro
esu V (které jsme uvedli v první èásti pøíkladu),ale i pro
esu X. Rozdìlení X spoèteme vy
házejí
e z toho, ¾e dvoji
e (X;V )� øe¹í sto
hasti
koudiferen
iální rovni
id�XV � = � 0 10 ���XV � dt+ � 0��dW � ��XV �dt+ � 0�� dW;�X(0)V (0)� = � x0v0 �;není pøitom podstatné, zda � < 0, pøedpokládejme tedy pouze � 6= 0. R2-hodnotový pro
es(X;V )� je gaussovský podle tvrzení 3.3, proto i pro
es X je gaussovský. Mati
e � má vlastní èísla0, �; 
elkem snadno se ovìøí, ¾e e�t = 0� 1 1� (e�t � 1)0 e�t 1A: (11)Dosazením z (11) do formule varia
e konstant dostaneme ihnedX(t) = x0 + v0� �e�t � 1�+ ���Z t0 e�(t�s) dW (s)�W (t)�; (12)V (t) = e�tv0 + � Z t0 e�(t�s) dW (s);druhá z tì
hto rovností je nám ov¹em známa. (Lze se pøesvìdèit, ¾e (12) je vskutku ve shodì sevztahem (10), a to buï za pomo
i Fubiniho vìty pro sto
hasti
ké integrály, nebo u¾itím identityZ t0 e(s) dW (s) = e(t)W (t)� Z t0 _e(s)W (s) ds;platné pro e 2 C1([0; t℄).) Oznaème m vektor støední
h hodnot a % kovarianèní mati
i pro
esu(X;V )�, potom m(t) = e�t �x0v0 � = 0�x0 + v0� (e�t � 1)e�tv0 1Aa, jeliko¾ %(0; 0) = 0,%(t; t) = Z t0 e�(t�s)� 0���0 ���e�(t�s)�� ds= Z t0 e�r � 0 00 �2 ��e�r�� dr= Z t0 0BB� �2�2 �e�r � 1�2 �2� �e�r � 1�e�r�2� �e�r � 1�e�r �2e2�r 1CCAdr:Rozptyl náhodné velièiny Xt odpovídá levému hornímu rohu mati
e %(t; t), tudí¾Var(Xt) = �2�2 Z t0 �e�s � 1�2 ds= �2�2 Z t0 ne2�s � 2e�s + 1o ds= �2�3 n12 �e2�t � 1�� 2�e�t � 1�+ �to:60



Vidíme, ¾e X je gaussovský pro
es s rozdìlenímXt(P) =N�x0 + v0� �e�t � 1�; �2�3 n 12 �e2�t � 1�� 2�e�t � 1�+ �to� ; t � 0:Pøíklad 3.4. Je-li � = 0, lze postup z pøed
hozího pøíkladu snadno modi�kovat a spoèítatrozdìlení integrovaného Brownova pohybu. Ne
h» je B reálný (Ft)-Wienerùv pro
es aIt = Z t0 Bs ds; t � 0:Dvoudimensionální pro
es (I;B)� øe¹í rovni
id�XV � = � 0 10 0�| {z }=� �XV � dt+� 01� dB; �X(0)V (0) � = � 00� ;je tudí¾ gaussovský. Mati
e � je v Jordanovì kanoni
kém tvaru, tak¾ee�t = � 1 t0 1� ; t 2 R:Pro libovolné t � 0 má (It; Bt)� rozdìlení N (0; %(t; t)), kde%(t; t) = Z t0 e� (t�r)� 01��0 1��e� (t�r)�� dr= Z t0 � 1 r0 1�� 0 00 1�� 1 0r 1� dr= Z t0 � r2 rr 1� dr =  13 t3 12 t212 t2 t !:Odvodili jsme, ¾e náhodná velièina It má rozdìlení N �0; 13 t3�.Pøíklad 3.5. Uva¾ujme sto
hasti
ký harmoni
ký os
ilátor�x+ !2x = � _W; x(0) = x0; _x(0) = v0;kde � 6= 0, ! > 0, W je jednodimensionální Wienerùv pro
es a x0, v0 jsou F0-mìøitelné náhodné velièiny, to jest { rigorosnì { uva¾ujme systémd�xv � = � 0 1�!2 0��xv � dt+ � 0�� dW; �x(0)v(0)� = �x0v0 � : (13)U¾iv¹e znalost fundamentální mati
e (viz pøíklad E.3) a formuli varia
e konstantdospìjeme k rovnostix(t) = x0 
os!t+ v0! sin!t+ �! Z t0 sin!(t� r) dW (r):61



Pro x0, v0 deterministi
ká proto platíEx(t) = x0 
os!t+ v0! sin!t;Var(x(t)) = �2!2 Z t0 sin2 !r dr = �24!3 �2!t� sin 2!t�:Oznaèíme-li A mati
i v driftu rovni
e (13) a � difusní mati
i, pak��;A�� = � 0 �� 0 �;tedy R2 -hodnotový pro
es (x; v)� je irredu
ibilní podle pøíkladu 3.2. (Pov¹imnìmesi, ¾e mati
e ��� je singulární, tvrzení z pøíkladu 3.1 proto nelze u¾íti.)Podobnì pro sto
hasti
ký os
ilátor se slabým tlumením (0 < 
 < !)�x+ 2
 _x+ !2x = � _W; x(0) = x0; _x(0) = v0;dostanemex(t) = e�
tnx0 
os$t+ 
x0 + v0$ sin$to+ �$ Z t0 e�
(t�r) sin$(t� r) dW (r)kladou
e $ =p!2 � 
2.Poznámka 3.3. Pøi pevném t je drift lineární sto
hasti
ké diferen
iální rovni
ea�nní funk
e prostorový
h promìnný
h, zatím
o difusní koe�
ient je konstatní. Vnìkterý
h pøípade
h lze nalézt v uzavøeném tvaru i øe¹ení bilineární rovni
e, v ní¾jak drift, tak difuse jsou a�nní funk
e.Nadále pøedpokládejme, ¾e W = (W1; : : : ;Wn)� je n-dimensionální Wienerùvpro
es. Uva¾ujme nejprve pøípad jedné rovni
e (m = 1). Ne
h» jsouA; a : R+ �! R; S; � : R+ �! M 1�nlokálnì omezené mìøitelné funk
e a � je F0-mìøitelná náhodná velièina. Polo¾meZ(t) = exp�Z t0 nA(u)� 12kS(u)k2o du+ Z t0 S(u) dW (u)�; t � 0:Potom je náhodný pro
es X(t) = Z(t)� (jediným) øe¹ením rovni
edX = A(t)X dt+XS(t) dW (t); X(0) = �: (14)62



Øe¹ení nehomogenní rovni
edX = �A(t)X + a(t)�dt+ �XS(t) + �(t)�dW (t); X(0) = �; (15)je dáno vztahemX(t) = Z(t)�� + Z t0 1Z(u)�a(u)� S(u)�(u)�	 du+ Z t0 �(u)Z(u) dW (u)�; (16)náhodný pro
es Z tedy hraje úlohu obdobnou fundamentálnímu øe¹ení. (Podle svéde�ni
e je Z pro
es se striktnì positivními spojitými trajektoriemi, tak¾e integrályv (16) mají smysl, jak se snadno ovìøí.)Expli
itnì lze øe¹it i autonomní systém bilineární
h rovni
, pokud koe�
ientykomutují. Pøesnìji: buïte A; S1; : : : ; Sn 2 M m�m komutují
í mati
e, ASi = SiA,SiSj = SjSi pro 1 � i; j � n. Buï � : 
 �! Rm F0-mìøitelná. Potom má rovni
edX(t) = AX(t) dt+ nXk=1SkX(t) dWk(t); X(0) = � (17)øe¹ení X(t) = �Z(t)�, kde�Z(t) = exp��A� 12 nXk=1S2k�t+ nXk=1SkWk(t)�:(Pov¹imnìme si, ¾e �Z = Z, pokud m = 1.) Na první pohled nemusí být zøejmé, ¾edifusní koe�
ient rovni
e (17) je lineární funk
e. Polo¾íme-li v¹ak� : Rm �! M m�n ; x 7�! �S1x; : : : ; Snx�;je � lineární zobrazení a rovni
i (17) lze pøepsat jakodX = AX dt+�(X) dW; X0 = �:Pøedpokládejme nyní, ¾e a : R+ �! Rm a � : R+ �! M m�n jsou lokálnì omezenémìøitelné funk
e a oznaème �k k-tý sloupe
 mati
e �, 1 � k � n. Pro
esX(t) = �Z(t)�� + Z t0 �Z�1(s)na(s)� nXk=1Sk�k(s)ods+ Z t0 �Z�1(s)�(s) dW (s)�je øe¹ením nehomogenní rovni
edX = �AX + a(t)	dt+ ��(X) + �(t)	dW (t); X(0) = �: (18)V¹e
hny uvedené výsledky se ovìøí pøímoèarou, by» únavnou aplika
í Itôovy for-mule. Existen
e a jednoznaènost øe¹ení rovni
 (14), (15), (17) a (18) je ov¹em dù-sledkem vìty 2.1, novou informa
í je formule pro øe¹ení.63



Spe
iálním pøípadem úlohy (14) (èi (17)) je jednodimensionální homogenní rov-ni
e dYt = �Yt dt+ �Yt dWt (19)s konstantními koe�
ienty a 1-dimensionálním Wienerovým pro
esem, její¾ øe¹ení,dané vzor
em Yt = Y0 exp���� �22 �t+ �Wt�; (20)je pro Y0 � 1 známo jako geometri
ký Brownùv pohyb.Vzore
 (20) lze odvodit následují
í nerigorosní, ale názornou úvahou: je-li Yt øe¹ení rovni
e(19), pak podle Itôovy formule pro
es Vt = log Yt splòuje vztahdVt = ��� �22 �dt+ � dWt;tak¾e Yt = exp(Vt) je vskutku dáno výrazem (20).Je u¾iteèné porovnat 
hování tohoto pro
esu s vlastnostmi Ornstein-Uhlenbe
ko-va pro
esu, jen¾ øe¹í zdánlivì podobný problém (9). (Ve fysikální terminologii jerozdíl mezi (9) a (19) vyjádøen slovy, ¾e ¹um v (9) je aditivní, zatím
o v (19)multiplikativní.) Pøednì, PfYt � 0g = 1 pro v¹e
hna t � 0, kdykoliv Y0 � 0skoro jistì. Pøedpokládejme, ¾e Y0 2 ℄0;+1[ a � 6= 0, potom lze aplika
í zákonaiterovaného logarithmu pro Wienerùv pro
es zjistit, ¾e P-skoro jistì platí� < �22 =) limt!1Yt = 0;� > �22 =) limt!1Yt = +1;� = �22 =) lim inft!1 Yt = 0; lim supt!1 Yt = +1:Poznámka 3.4. Lze se velmi snadno pøesvìdèit, ¾e v¹e
hny výsledky dokázané vtéto kapitole zùstávají { s triviálními modi�ka
emi { v platnosti pro rovni
e, jeji
h¾koe�
ienty jsou de�novány (a splòují pøíslu¹né pøedpoklady) nikoliv na 
elém R+ ,ale jen na nìjakém intervalu [a; b[ � R+ .
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4. Representa
e martingalùTato kapitola je vìnována tøem dùle¾itým a u¾iteèným vìtám, umo¾òují
ím re-presentovat spojité lokální martingaly pomo
í Wienerova pro
esu:a) ka¾dý reálný spojitý lokální martingal lze získat zmìnou èasové ¹kály Wiene-rova pro
esu,b) ka¾dý spojitý lokální martingal s absolutnì spojitou kvadrati
kou varia
í jesto
hasti
kým integrálem vzhledem k nìjakému Wienerovu pro
esu,
) je-li B pevnì zvolený Wienerùv pro
es a (FBt ) jeho oboha
ená kanoni
ká �l-tra
e, pak ka¾dý zprava spojitý (FBt )-martingal je sto
hasti
kým integrálem vzhle-dem k B.A. Representa
e martingalù zmìnou èasové ¹kály Wienerova pro
esu. Zaènìmepøipomenutím Skoro
hodovy representa
e náhodné pro
házky.23 Podle Skoro
ho-dovy vìty pro libovolnou posloupnost Xi 2 L2, i = 1; 2; : : : , nezávislý
h stejnìrozdìlený
h 
entrovaný
h náhodný
h velièin a daný Wienerùv pro
es W existujínezáporné stejnì rozdìlené nezávislé náhodné velièiny �1; �2; : : : tak, ¾e E�1 = EX21a Sn � nXi=1Xi D� W  nXi=1 �i! ; n � 1;kde D� znaèí rovnost rozdìlení. Podobný výsledek lze odvodit pro martingal fSngs diskrétním èasem, oslabíme-li po¾adavky na náhodné èasy �i.24 Na¹ím 
ílem jenalézti analogi
kou representa
i pro martingaly se spojitým èasem; vhodnou kon-struk
í Wienerova pro
esu získáme nejen rovnost rozdìlení, ale i skoro jistì.Umluvme se, ¾e { pokud nebude øeèeno jinak { v¹e
hny vy¹etøované pro
esy bu-dou uva¾ovány na (libovolném) pevnì zvoleném �ltrovaném pravdìpodobnostnímprostoru (
;F ; (Ft);P) splòují
ím (UC).Vìta 4.1. (K. E. Dambis, L. E. Dubins & G. S
hwarz, 1965). Buï M spojitýreálný lokální martingal, M0 = 0. Ne
h»hMi1 = +1 P-skoro jistì. (1)Pro ka¾dé s 2 [0;1[ de�nujme markovský èasT (s) = infft � 0; hMit > sg:Polo¾me Bs =MT (s); Gs = FT (s); s � 0:23Viz napø. J. ©tìpán: Teorie pravdìpodobnosti, A
ademia, Praha 1987, vìta VII.3.1.24Pøesnou formula
i je mo¾no nalézti v knize P. Hall, C.C. Heyde: Martingale limit theoryand its appli
ation, A
ademi
 Press, New York 1980, Theorem A.1.65



Potom je B standardní jednodimensionální (Gs)-Wienerùv pro
es a P-skoro jistìplatí Mt = BhMit ; t � 0: (2)Poznámka 4.1. a) Pøedpoklad M0 = 0 je nepodstatný. Není-li splnìn, staèíuva¾ovat spojitý lokální martingal M �M0.b) Podle jmen pùvod
ù je vìta 4.1 èasto 
itována jako DDS-vìta, o pro
esu B vní zkonstruovaném nìkteøí autoøi hovoøí jako o DDS-Brownovì pohybu martingaluM .Funk
e hMi�(!) nemusí být prostá, její monotonie a spojitost v¹ak umo¾òujíde�novat vhodnou zobe
nìnou inversní funk
i. O tom pojednává následují
í lemma.Lemma 4.2. Buï A : [0;1[ �! [0;1[ spojitá neklesají
í funk
e, A(0) = 0.Polo¾me A(1) = limt!1A(t)a de�nujme H(s) = � infft � 0; A(t) > sg; 0 � s < A(1);1; s � A(1):Potoma) H : [0; A(1)[ �! [0;1[ je zprava spojitá neklesají
í funk
e. Jestli¾e A(t) <A(1) pro v¹e
hna t � 0, pak H(s) �!1 pøi s% A(1).b) A(H(s)) = s ^A(1) pro v¹e
hna s 2 [0;1[.
) H(A(t)) = supf� � t; A(�) = A(t)g pro v¹e
hna t 2 [0;1[.d) Buï ' : [0;1[ �! R spojitá funk
e splòují
í: je-li A(r) = A(t) pro nìjaká0 � r < t, pak '(r) = '(t). Potom je ' ÆH spojitá funk
e na [0; A(1)[ a'(H(A(t))) = '(t); 0 � t <1:e) Pro v¹e
hna 0 � s; t <1 platí: s < A(t), právì kdy¾ H(s) < t. Je-li H(s) � t,pak s � A(t).Je-li H(A(t)) = +1, je A(1) < 1 a A(t) = A(1). Funk
e ' je tedy podlepøedpokladu konstantní na [t;1[ a lze ji v tomto pøípadì dode�novat vztahem'(1) = lims!1 '(s), tak¾e výraz '(H(A(t))) v tvrzení d) má v¾dy smysl. Dále,snadno se lze pøesvìdèit, ¾e druhou implika
i v e) nelze obrátit.Jestli¾e je funk
e A naví
 prostá, je H na [0; A(1)[ funk
e k A inversní. Hovoøíse proto o H jako o (zprava spojité) zobe
nìné inversní funk
i.Dùkaz. a) H je zøejmì neklesají
í. Buï s 2 [0; A(1)[, potomlimr!s+H(r) � H(s)66



z monotonie; doká¾eme opaènou nerovnost. Podle de�ni
e A(H(s) + ") > s prolibovolné " > 0. Pro r 2 ℄s; A(H(s) + ")[ dostáváme H(r) � H(s)+", z libovolnosti" tedy limr!s+H(r) � H(s):Dále, H je neklesají
í, proto pro s% A(1) existuje její limita b. Pøedpokládejme,¾e b < 1. Buï s < A(1) libovolné, podle de�ni
e funk
e H pro v¹e
hna " > 0platí A(H(s) + ") > s, tedy vzhledem k spojitosti A limitním pøe
hodem " & 0odvodíme A(H(s)) � s. Z monotonie A pak plyne A(b) � A(H(s)) � s a limitnípøe
hod s% A(1) implikuje A(b) = A(1).b) Je-li s � A(1), pak A(H(s)) = A(1) triviálnì podle de�ni
e H. Buï tedys < A(1), ji¾ víme, ¾e A(H(s)) � s. Pokud H(s) = 0, pak jsme hotovi. Ne
h» tudí¾H(s) > 0, pro libovolné " 2 ℄0; H(s)[ platí podle de�ni
e A(H(s)� ") � s. Limita"& 0 dává ¾ádanou nerovnost A(H(s)) � s.
) Podle de�ni
e H(A(t)) = inffr � 0; A(r) > A(t)g;z monotonie a spojitosti A dokazované tvrzení ihned plyne.d) Jestli¾e H(A(t)) = � , pak A(t) = A(�) vzhledem k (
) a spojitosti A, podlepøedpokladu proto '(t) = '(�). Dále, funk
e 'ÆH je zøejmì spojitá zprava. Zvolmes 2 ℄0; A(1)[ libovolné, oznaèmeb = limr!s�H(r) � H(s):Pro libovolné " 2 ℄0; s[ pak z vlastnosti (b) a z monotonie A platís� " = A(H(s� ")) � A(b) � A(H(s)) = s;tudí¾ A(b) = A(H(s)). Pøedpoklad o funk
i ' dává'� limr!s�H(r)� = '(H(s));
o¾ zøejmì znamená spojitost ' ÆH v bodì s zleva.e) Tento bod plyne pøímo z de�ni
e T a spojitosti A. Q.E.D.Dùkaz vìty 4.1. Funk
e T (�)(!) je inversní k hMi�(!) ve smyslu lemmatu 4.2,proto podle bodu (e) tohoto lemmatu pro ka¾dé s � 0 platífT (s) < tg = fhMit > sg 2 Ft; t � 0:Filtra
e (Ft) je zprava spojitá, T (s) je tudí¾ markovský èas, jen¾ je naví
 podlepøedpokladu (1) skoro jistì koneèný. Dále, pro ka¾dé t � 0 je hMit markovský èasvzhledem k (Gs), nebo» opìt podle lemmatu 4.2(e) dostávámefhMit � sg = fT (s) � tg 2 FT (s) = Gs; 0 � s <1:67



Zvolme pevnì 0 � s1 < s2 a de�nujme lokální (Ft)-martingal fM vztahemfMt =Mt^T (s2); t � 0:Potom hfMit = hMit^T (s2) � hMiT (s2) = s2; 0 � t <1;poslední rovnost plyne z lemmatu 4.2(b). Vzhledem k monotonii hfMi1 � s2, protoi EhfMi1 <1 a podle lemmatu C.2 jsou fM , fM2�hfMi stejnomìrnì integrovatelnémartingaly. U¾ívají
e vìtu o \optional sampling" dostanemeE�Bs2 � Bs1 j Gs1� = E�MT (s2) �MT (s1) j FT (s1)�= E�fMT (s2) � fMT (s1) j FT (s1)�= 0a té¾ E�B2s2 � s2 j Gs1� = E�M2T (s2) � hMiT (s2) j FT (s1)�= E�fM2T (s2) � hfMiT (s2) j FT (s1)�= fM2T (s1) � hfMiT (s1)=M2T (s1) � hMiT (s1)= B2s1 � s1;prvá a poslední rovnost jsou opìt dùsledkem lemmatu 4.2(b). Nakone
, hfMiT (0) =hMiT (0) = 0, proto B0 =MT (0) = fMT (0) = 0 podle lemmatu C.1. Nebo» s1; s2 bylylibovolné, plyne odtud, ¾e B je L2-martingal (vzhledem k �ltra
i (Gs)) takový, ¾eB0 = 0 a (B2s � s) je také (Gs)-martingal. Uká¾eme, ¾e B má skoro jistì spojitétrajektorie. Ji¾ dokázané vlastnosti pak budou implikovat, ¾e B má kvadrati
kouvaria
i hBis = s a podle Lévyho vìty je proto B standardní Wienerùv pro
es.Spojitost trajektorií získáme jako dùsledek lemmatu 4.2(d), pokud nalezneme 
� 2F , P(
�) = 1, tak, aby pro ka¾dé ! 2 
� platilohMir(!) = hMit(!) pro nìjaká r; t 2 R+ , t > r =) Mr(!) =Mt(!): (3)Vzhledem ke spojitosti trajektorií pro
esùM , hMi staèí (3) dokázat za dodateènéhopøedpokladu r 2 Q . Zvolme tedy libovolné pevné ra
ionální r � 0 a de�nujme� = inffv � r; hMiv > hMirg;Ns =M(r+s)^� �Mr; s 2 [0;1[ :68



Zøejmì je � markovský èas a (Ns) je lokální (Fr+s)-martingal se spojitými trajek-toriemi, N0 = 0. PøitomhNis = hMi(r+s)^� � hMir = 0 P-skoro jistìa lemma C.1 poskytuje mno¾inu 
r 2 F , P(
r) = 1, s vlastností, ¾eNs(e!) =M(r+s)^�(e!)�Mr(e!) = 0; 0 � s <1; (4)platí pro v¹e
hna e! 2 
r. Existuje-li t > r tak, ¾e hMit(e!) = hMir(e!), pakt � �(e!) a podle (4) dostaneme Mt(e!) =Mr(e!). Pøi volbì
� = \r2Q+ 
rtedy (3) platí, 
o¾ znamená, ¾e s 7�! Bs(!) = MT (s)(!) je spojitá funk
e prov¹e
hna ! 2 
�. Podle lemmatu 4.2(d) dále dostávámeMt =MT (hMit) = BhMit ; 0 � t <1;na 
�, tím je dùkaz dokonèen. Q.E.D.Poznámka 4.2. Filtra
e (Gs) splòuje (UC): Zøejmì G0 = FT (0) � F0, tak¾e G0obsahuje v¹e
hny P-nulové mno¾iny. Dále ovìøíme, ¾e (Gs) je spojitá zprava. Buïs � 0 libovolné a ne
h» A 2 Tv>sFT (v), uká¾eme, ¾e A 2 FT (s). Vzhledem kespojitosti �ltra
e (Ft) zprava staèí dokázat, ¾e A \ fT (s) < tg 2 Ft pro libovolnét � 0. Zvolme vn & s, pokud ovìøíme, ¾e S1n=1fT (vn) < tg = fT (s) < tg, budemehotovi. Ale, jak víme z lemmatu 4.2, T (s) < t, právì kdy¾ hMit > s, tedy nutnì ihMit > vn pro n dosti velká.Kazem vìty 4.1 je pøedpoklad (1), který nemusí být splnìn právì pro martinga-ly s regulárním 
hováním (srovnej napø. lemma C.2). Uká¾eme si v¹ak, ¾e hlavnívýsledek, representa
e (2), zùstává v platnosti i bez tohoto pøedpokladu; Wiene-rùv pro
es B v¹ak nìkdy musíme de�novat na modi�kovaném pravdìpodobnostnímprostoru, ve smyslu, který nyní vysvìtlíme.Konstruk
e a terminologie. Mìjme dán (Ft)-adaptovaný pro
es X, hledámed-dimensionální (Ft)-Wienerùv pro
es W , nezávislý s X. Pravdìpodobnostní pro-stor (
;F ;P) obe
nì nemusí být dosti bohatý, aby umo¾òoval konstruk
i W . Vtakovém pøípadì vezmìme d-dimensionální (Ht)-Wienerùv pro
es W , de�novanýna nìjakém �ltrovaném pravdìpodobnostním prostoru (�;H ; (Ht);Q), a polo¾me~
 = 
 � �; ~F = F 
H ; F̂t = Ft 
Ht; ~P = P
 Q:Filtra
e (F̂t) nemusí splòovat (UC), proto obvyklým zpùsobem de�nujeme~Ft = \s>t��F̂s [N�;69



kde N je systém v¹e
h ~P-nulový
h mno¾in v ~F . De�nujme dále~Xt(!; �) = Xt(!); ~Wt(!; �) =Wt(�); 0 � t <1; (!; �) 2 ~
:Je zøejmé, ¾e ~X a ~W jsou ( ~Ft)-adaptované pro
esy a ~W je ( ~Ft)-Wienerùv pro
esnezávislý s ~X. Sto
hasti
kou basi ( ~
; ~F ; ( ~Ft); ~P) nazýváme roz¹íøení sto
hasti
kébase (
;F ; (Ft);P) a obvykle ztoto¾òujeme ~X s X a ~W s W . (Je-li �ltra
e nepod-statná nebo jasná z kontextu, hovoøí se obvykle prostì o roz¹íøení pravdìpodob-nostního prostoru (
;F ;P).) Oèividnì, je-li (E; E ) mìøitelný prostor, lze ka¾dou(F ; E )-mìøitelnou funk
i Z : 
 �! E pøedpisem ~Z(!; �) = Z(!), (!; �) 2 ~
, roz-¹íøit na ( ~F ; E )-mìøitelnou funk
i ~Z : ~
 �! E; opìt zpravidla Z a ~Z ztoto¾òujeme.Dùsledek 4.3. Buï M spojitý lokální martingal, M0 = 0. Potom existuje roz¹í-øení pravdìpodobnostního prostoru (
;F ;P) a na nìm de�novaný standardní jed-nodimensionální Wienerùv pro
es B tak, ¾e skoro jistì platíMt = BhMit ; 0 � t <1:Nástin dùkazu. Zaveïme T (s), Gs stejnì jako ve vìtì 4.1, opìt platí, ¾e hMitjsou (Gs)-markovské èasy, tedy i hMi1 = limt!1hMit je markovský èas vzhledemk (Gs). Uvìdomme si nejprve, ¾e M Æ T = �MT (s); s � 0� je korektnì de�novanýpro
es: je-li hMi1 < 1, pak si
e T (s) = 1 pro s � hMi1, av¹ak skoro v¹ude namno¾inì fhMi1 <1g existuje limita M1 = limt!1Mt. Polo¾me toti¾�n = inf�t � 0; hMit � n	; Mn(s) =Ms^�n ; s � 0:Potom zøejmì EhMni1 < 1, tudí¾ Mn je stejnomìrnì integrovatelný martingalvzhledem k lemmatu C.2. Podle martingalové limitní vìty existuje (koneèná) limitalimt!1Mn(t) P-skoro jistì. Pøi hMi1(!) < 1 ov¹em existuje n0(!) 2 N tak, ¾e�n(!) = 1 pro ka¾dé n � n0(!), tedy také Mt(!) = Mn(t; !) pro n � n0(!).Odtud u¾ na¹e tvrzení plyne.Fixujme nyní 0 � s1 < s2 a de�nujme opìt lokální martingal fM jako v dùkazuvìty 4.1. U¾itím lemmatu 4.2(b) ihned ovìøímehfMit = hMit^T (s2) � hMiT (s2) = s2 ^ hMi1 � s2 <1;tak¾e fM , fM2�hfMi jsou stejnomìrnì integrovatelné martingaly. U¾ijme proto \op-tional sampling" známým nám ji¾ zpùsobem, tím ovìøíme, ¾e M Æ T jest (Gs)-martingal se spojitými trajektoriemi, startují
í z nuly a s kvadrati
kou varia
íhM Æ T is = hMiT (s) = s ^ hMi1. Buï nyní W (Gs)-Wienerùv pro
es, nezávis-lý s M Æ T ; takový jistì existuje, pokud pøejdeme na roz¹íøení prostoru (
;F ;P).Polo¾me Bs = Ws �Ws^hMi1 +MT (s);70



potom je B (Gs)-martingal se spojitými trajektoriemi, B0 = 0. ZøejmìHs �Ws �Ws^hMi1 = Z s0 1[hMi1;1[(r) dWr;tak¾e hHis = Z s0 1[hMi1;1[(r) dr = s� (s ^ hMi1)a z nezávislosti plyne (viz lemma C.5), ¾ehBis = s� (s ^ hMi1) + hM Æ T is = s; 0 � s <1;tudí¾ B je Wienerùv pro
es. Nakone
,BhMit =WhMit �WhMit^hMi1 +MT (hMit) =MT (hMit)a tvrzení vìty plyne z lemmatu 4.2(d). Q.E.D.Poznámka 4.3. Bìhem dùkazu jsme ukázali, ¾e M má limitu pøi t!1 skorov¹ude na mno¾inì fhMi1 < 1g. Stojí za pov¹imnutí, ¾e z dùsledku 4.3 dokon
eplyne rovnost fhMi1 <1g = f9 limt!1Mtg P-skoro jistì.Ilustrujme nejprve typi
ký zpùsob u¾ití vìty 4.1 (respektive dùsledku 4.3) naètyøe
h neslo¾itý
h pøíklade
h.Pøíklad 4.1. Buï M spojitý lokální martingal, M0 = 0. Ne
h» je kvadrati
-ká varia
e pro
esu M deterministi
ká, to jest, existuje � : R+ �! R+ tak, ¾ehMi�(!) = � na R+ pro P-skoro v¹e
hna ! 2 
. Potom je M gaussovský pro
es snezávislými pøírùstky, jak ihned plyne z representa
e (2).Pøíklad 4.2. Reálný spojitý lokální martingal M splòuje zákon iterovanéhologarithmu v následují
í podobì:lim supt!1 Mt(2hMit log loghMit)1=2 = 1 skoro jistì na mno¾inì fhMi1 =1g.Aby
hom to dokázali, naleznìme podle dùsledku 4.3 Wienerùv pro
es B takový, ¾eMt =M0 + BhMit skoro jistì:Podle zákona iterované logarithmu pro Brownùv pohyb25lim supt!1 Bt(2t log log t)1=2 = 1 skoro jistì,25Viz napø. J. ©tìpán: op. 
it., A
ademia, Praha 1987, vìta VII.1.8.71



tedy té¾lim supt!1 B(hMit)(2hMit log loghMit)1=2 = 1 skoro jistì na mno¾inì fhMi1 =1g,z èeho¾ na¹e tvrzení ihned plyne. Spe
iálnì pro libovolné � > 12 dostanemelimt!1 MthMi�t = 0 skoro v¹ude na mno¾inì fhMi1 =1g.Pøedpokládejme naví
, ¾elim supt!1 hMitt <1 skoro jistì: (5)(To je, ku pøíkladu, pravda pro martingaly tvaruMt = Z t0 f(s) dW (s)s reálným Wienerovým pro
esemW a progresivnì mìøitelným náhodným pro
esemf , pokud jf j � K na R+ �
 pro nìjakou konstantu K <1.) Potom dokon
elimt!1 Mtt� = 0 skoro jistì na 
pro ka¾dé � > 12 . Podle (5) je toti¾ t��hMi�t omezené pro t � 1, proèe¾limt!1 Mtt� = limt!1 hMi�tt� MthMi�t = 0 skoro jistì na mno¾inì fhMi1 =1g.Zbývá si uvìdomit, ¾e oèividnìlimt!1 M0 + BhMitt� = 0 skoro jistì na mno¾inì fhMi1 <1g.Pøíklad 4.3. Uva¾ujme 1-dimensionální Wienerùv pro
es W . Sto
hasti
ký in-tegrál R 10 X dW jsme de�novali pro progresivnì mìøitelné pro
esy X splòují
íP�Z 10 jX(s)j2 ds <1� = 1: (6)Nyní se pøesvìdèíme, ¾e (6) je rozumný minimální pøedpoklad. Buï X progresivnìmìøitelný pro
es takový, ¾eP�Z t0 jX(s)j2 ds <1 8t 2 [0; 1[� = 1:72



Polo¾me D = �!; Z 10 jX(s; !)j2 ds =1�:Uká¾eme, ¾elim supt!1� Z t0 X(s) dW (s) = +1lim inft!1� Z t0 X(s) dW (s) = �1 9>>>=>>>; P-skoro v¹ude na D. (7)Vskutku, buï ' : [0;1[ �! [0; 1[ (deterministi
ká) striktnì rostou
í surjektivnífunk
e. (Spe
iálnì, ' je spojitá a existuje spojitá inverse '�1.) De�nujme spojitýlokální martingal M vztahemMt = Z '(t)0 X(s) dW (s); 0 � t <1:Potom hMit = Z '(t)0 jX(s)j2 ds; 0 � t <1;a podle pøedpokladu limt!1 hMit =1 P-skoro v¹ude na D.Podle dùsledku 4.3 mù¾eme nalézti Wienerùv pro
es B tak, abyM = B(hMi), tedyZ t0 X(s) dW (s) =M'�1(t) = BhMi'�1(t) ; 0 � t < 1:Polo¾me p = hMi Æ '�1. Proto¾e zøejmìp(t) = hMi'�1(t) = Z t0 jX(s)j2 ds ����!t!1� 1 P-skoro v¹ude na D,plyne tvrzení (7) ze zákona iterovaného logarithmu, podle nìj¾lim supt!1� Bp(t) = +1; lim inft!1� Bp(t) = �1 P-skoro v¹ude na D.Pøíklad 4.4. V kapitole 1 jsme dokázali dùle¾itou Burkholder-Davis-Gundyhonerovnost pro spojité lokální martingaly. Díky dùsledku 4.3 by
hom se pøi dùkazutéto nerovnosti (v jednodimensionálním pøípadì) mohli omezit jen na Brownùv73



pohyb. Buï toti¾ M spojitý reálný lokální martingal, M0 = 0. Víme, ¾e existujeWienerùv pro
es B (vzhledem ke vhodné �ltra
i (Gs)) takový, ¾e hMit jsou (Gt)-markovské èasy pro v¹e
hna t 2 [0;+1℄ aMt = BhMit ; t � 0:Pøedpokládejme, ¾e pro ka¾dé p 2 ℄0;1[ existují konstanty Cp; 
p 2 ℄0;1[ tak, ¾epro libovolný (Gs)-markovský èas � platí
pE�p=2 � E supt�0��Bt^� ��p � CpE�p=2:Volbou � = hMi1 dostaneme
pEhMip=21 � E supt�0��Bt^hMi1 ��p � CpEhMip=21 :Nebo» hMi0 = 0 a hMi má spojité neklesají
í trajektorie, jestsupt�0 ��Bt^hMi1 �� = supt�0 ��BhMit �� = supt�0 jMtjP-skoro jistì a proto 
pEhMip=21 � E supt�0 jMtjp � CpEhMip=21 :Z kapitoly 1 víme, ¾e z tohoto odhadu ji¾ Burkholder-Davis-Gundyho nerovnostplyne.26V následují
ím pøíkladu u¾ijeme tvrzení o lineární
h sto
hasti
ký
h diferen
iál-ní
h rovni
í
h v kombina
i s vìtou 4.1 ke konstruk
i velmi dùle¾itého pro
esu.Pøíklad 4.5. Ne
h» jsou dány body a; b 2 R, uva¾ujme lineární sto
hasti
koudiferen
iální rovni
idX(t) = b�X(t)T � t dt+ dW (t); 0 � t < T;X(0) = a 9=; (8)s jednodimensionálním Wienerovým pro
esem W . Pøi volbìA(t) = � 1T � t ; �(t) = bT � t ; 0 � t < T;26®ádný z bì¾ný
h dùkazù vìty 1.1 se pøíli¹ nezjednodu¹í, uva¾ujeme-li Brownùv pohyb místoobe
ného spojitého martingalu. Postup z pøíkladu 4.4 je v¹ak velmi u¾iteèný, 
h
eme-li naléztioptimální konstanty v Burkholder-Davis-Gundyho nerovnosti (viz poznámka 1.2).74



lze rovni
i (8) zapsat jakodX = �A(t)X + �(t)	dt+ dW (t):Zøejmì A;� 2 L1lo
([0; T [) a je mo¾no u¾íti výsledky z kapitoly 3. Spoètìme funda-mentální øe¹ení pøíslu¹né deterministi
ké homogenní rovni
e (viz pøíklad E.1):�(t; 0) = exp�Z t0 A(s) ds� = exp�log(T � t)� log T� = 1� tT :Podle tvrzení 3.1 má øe¹ení rovni
e (8) tvarX(t) = a�1� tT �+ T � tT Z t0 Tb(T � s)2 ds+ T � tT Z t0 TT � s dW (s)= a�1� tT �+ b tT + (T � t) Z t0 dW (s)T � spro t 2 [0; T [, vy¹etøujme sto
hasti
ký integrál vpravo. Tvrdíme, ¾eYt = 8<: (T � t)Z t0 dW (s)T � s ; 0 � t < T;0; t = T;je spojitý gaussovský pro
es s nulovou støední hodnotou a s kovarianèní funk
í%(s; t) � E�YsYt� = s ^ t� stT ; 0 � s; t � T:Vìt¹ina tvrzení je zøejmý
h; je tøeba dokázat spojitost trajektorií v èase T . Uva¾me,¾e Mt = Z t0 dW (s)T � s ; 0 � t < T;je L2-martingal se spojitými trajektoriemi a s kvadrati
kou varia
íhMit = Z t0 ds(T � s)2 = 1T � t � 1T ;oèividnì hMit % 1 pøi t % T . U¾ijeme vìtu 4.1 jako v pøíkladu 4.3 k nalezení1-dimensionálního Wienerova pro
esu B takového, ¾eMt = B (hMit) ; 0 � t < T:75



Ze silného zákona velký
h èísel pro Wienerùv pro
es plyneYt = (T � t)Mt = BhMithMit + 1T ����!t%T 0 P-skoro jistì:Ovìøme je¹tì výraz pro kovarianèní funk
i:E(YtYs) = (T � t)(T � s) Z t^s0 du(T � u)2 = s ^ t� stTpro s; t 2 [0; T [ podle tvrzení 3.2; je{li s _ t = T , pak zøejmì E(YtYs) = 0.Odtud dostáváme:X(t) = 8<: a�1� tT �+ b tT + (T � t) Z t0 dW (s)T � s ; 0 � t < T;b; t = T;je gaussovský pro
es se skoro jistì spojitými trajektoriemi, se støední hodnotouEX(t) = a�1� tT �+ b tT ; 0 � t � T; (9)a s kovarianèní funk
í %(s; t) = s ^ t� stT ; 0 � s; t � T: (10)Tento pro
es je jediným øe¹ením rovni
e (8) na [0; T [.Spojitý gaussovský sto
hasti
ký pro
es se støední hodnotou (9) a kovarianènífunk
í (10) nazýváme Brownùv most z a do b na [0; T ℄. Touto de�ni
í je urèenojednoznaènì rozdìlení Brownova mostu, nikoliv jeho trajektorie. Konstruk
e pomo
írovni
e (8) je proto jenom jednou z mnoha mo¾ný
h, ku pøíkladu lze snadno ovìøit,¾e Brownovým mostem z a do b je také pro
es de�novaný vztahemBa!bt = a�1� tT �+ b tT +Wt � tT WT ; 0 � t � T;kde W je Wienerùv pro
es. Øe¹ení X rovni
e (8) je v¹ak progresivnì mìøitelnýBrownùv most (dokon
e se snadno nahlédne, ¾e oboha
ené kanoni
ké �ltra
e X aW splývají pro 0 � t < T ), 
o¾ je èasto výhodné.Pov¹imnìme si, ¾e je-li X Brownùv most z a do b na [0; T ℄, pak je (X(T ��); 0 �t � T ) Brownùv most z b do a, jak plyne pøímo výpoètem støední hodnoty akovarianèní funk
e. 76



Brownùv most z a do b lze interpretovat jako Wienerùv pro
es startují
í z a apodmínìný tak, aby v èase T nabýval hodnoty b. Pro a; b 2 R oznaèmeW a = a+WWienerùv pro
es startují
í z a aXa;b Brownùv most z a do b na [0; T ℄. Chtìli by
homtvrdit, ¾eP�(W a(t1); : : :;W a(tn)) 2 A ��W a(T ) = b	 = P�(Xa;b(t1); : : :; Xa;b(tn)) 2 A	;kdykoliv A 2 B(Rn ), 0 < t1 < � � � < tn < T a a; b 2 R. Jeliko¾ PfW a(T ) = bg = 0,musíme své tvrzení pre
isovati. Ponìvad¾27P�(W a(t1); : : :;W a(tn)) 2 A ��W a(T )	 = g�W a(T )�pro vhodnou borelovskou funk
i g : R �! R, je jednou z mo¾ností dokázat, ¾eg(b) = P�(Xa;b(t1); : : :; Xa;b(tn)) 2 A	 pro �-skoro v¹e
hna b 2 R :U¾ívají
e regulární versi podmínìné pravdìpodobnosti doká¾eme je¹tì ví
e: Oznaè-me C = C ([0; T ℄), wa pravdìpodobnostní míru na B(C ), která je rozdìlením pro-
esu (W at ; 0 � t � T ), pa;y rozdìlení Brownova mostu na [0; T ℄ z a do y a�t : C �! R; ! 7�! !(t); 0 � t � T;kanoni
ké projek
e. (To jest,wa(F ) = P�W aj[0;T ℄(�) 2 F	; pa;y(F ) = P�Xa;y(�) 2 F	; F 2 B(C );uvìdomme si, ¾e (�t) na (C ;B(C );wa) je opìt Wienerùv pro
es startují
í z a.)Doká¾eme, ¾e(pa;y; y 2 R) je regulární verse podmínìné pravdìpodobnosti wa(� j �T ). (12)Podle de�ni
e (12) znamená, ¾eZf�T2Bg wa(F j�T ) dwa = wa�F \ f�T 2 Bg� = ZB pa;y(F ) dwa Æ ��1T (y) (13)pro ka¾dé F 2 B(C ) a B 2 B(R).28 Není slo¾ité ukázat pomo
í Dynkinovalemmatu, ¾e rovnost (13) staèí ovìøit pro mno¾iny tvaru F = (�t1 ; : : : ; �tn)�1(A) s27Viz J. ©tìpán: op. 
it., Tvrzení I.4.10.28Mìøitelnost funk
e y 7! pa;y(F ) je souèástí de�ni
e, z výpoètù, které následují, bude 
elkemzøejmé, ¾e tato podmínka je v na¹em pøípadì splnìna.77



A 2 B(Rn) a 0 < t1 < � � � < tn < T . Uvá¾iv¹e, ¾e waÆ��1T = N (a; T ), nahlédneme,¾e máme dokázatwa��(�t1 ; : : : ; �tn) 2 A	\��T 2 B	� = ZB pa;y�(�t1 ; : : : ; �tn) 2 A	dN (a; T )(y);neboli, podle de�ni
e mìr wa a pa;y,P�(W at1 ; : : : ;W atn) 2 A; W aT 2 B	= ZB P�(Xa;yt1 ; : : : ; Xa;ytn ) 2 A	dN (a; T )(y): (14)Polo¾me pro struènost � = (W a(t1); : : : ;W a(tn)), � = W a(T ). Náhodný vektor(�;�)� v Rn+1 má rozdìlení N (an+1; � ), kdeak = (a; : : : ; a| {z }k-krát )� 2 Rk ; � = �ti ^ tj�n+1i;j=1 2 M (n+1)�(n+1) ;pøièem¾ klademe tn+1 = T . Mati
e � je regulární, tak¾e N (an+1; � ) má hustotuvùèi Lebesgueovì míøe na Rn+1 . Oznaème f�j� podmínìnou hustotu � za podmín-ky �, podle de�ni
e29P�(�;�)� 2 A�B	 = ZB�ZA f�j�(�; �) d��f�(�) d�;f� zde oznaèuje marginální hustotu �. Náhodná velièina � má rozdìlení N (a; T ),proèe¾ P�(�;�)� 2 A�B	 = ZB�ZA f�j�(�; y) d��dN (a; T )(y): (15)Podmínìná hustota f�j� je ov¹em známa:30 Oznaèíme-li� = ��11 �12�21 �22� ; �11 = �ti ^ tj)ni;j=1; �12 = � �21 = 0� t1...tn1A; �22 = (T );h(y) = an + 1T �12(y � a) = �a+ 1T ti(y � a)�ni=1;H = �11 � 1T �12�21 = �ti ^ tj � 1T titj�ni=1;29Viz tøeba J. Andìl: Matemati
ká statistika, SNTL, Praha 1978, x III.5.30Ibid., Vìta V.9. 78



pak f�j�(�; y) je hustota míry N (h(y); H). Na druhé stranì, Xa;y je gaussovskýpro
es se støední hodnotou (9) a kovarianèní funk
í (10), tudí¾ náhodný vektor(Xa;y(t1); : : : ; Xa;y(tn))� má rozdìlení N (m;%) sm = 0B� EXa;y(t1)...EXa;y(tn)1CA = �a�1� tiT �+ y tiT �ni=1; % = �%(ti; tj)�ni;j=1:Je¾to oèividnì m = h(y) a % = H, pøe
hází (15) vP�(�;�)� 2 A� B	 = ZBN (h(y); H)(A) dN (a; T )(y)= ZB P�(Xa;yt1 ; : : :; Xa;ytn ) 2 A	 dN (a; T )(y);èím¾ je (14), pota¾mo (12), ovìøeno.Popi¹me je¹tì pøesnìji koneènì-rozmìrná rozdìlení Brownova mostu. Ta jsou gaussovská ajeji
h støední hodnoty a kovarianèní mati
e známe, pøímý výpoèet jeji
h hustoty v¹ak vy¾adujenalézti inversi kovarianèní mati
e, a to není snadné. Proto budeme postupovat jinak.Jako motiva
i na¹eho postupu pøipomeòme analogi
ký výpoèet pro koneènì-rozmìrná roz-dìlení Brownova pohybu. Pro libovolné èasy 0 = t0 < t1 < � � � < tm má náhodná velièina(W (t1); : : : ;W (tm)) hustotu w danouw(x) = mYi=1 p(ti � ti�1; xi � xi�1); x = (x1; : : : ; xm)� 2 Rm ; (16)pøièem¾ klademe x0 = 0 a znaèímep(t; x) � pt(x) = 1p2�t exp��x22t �; t > 0; x 2 R;hustotu míry N(0; t). Vskutku,0BBBB� W (t1)W (t2)...W (tm)1CCCCA = 0BBB� 1 0 0 : : : 01 1 0 : : : 0... . . . ...1 1 1 : : : 11CCCA| {z }=A
0BBBB� W (t1)W (t2)�W (t1)...W (tm)�W (tm�1)1CCCCA| {z }=Z ;

vzhledem k nezávislosti pøírùstkù Wienerova pro
esu má Z rozdìlení s hustotouz(x) = mYi=1 p(ti � ti�1; xi)a z vìty o substitu
i plyne rovnostw(x) = (detA)�1z(A�1x):79



Snadno se v¹ak nahlédne, ¾e A�1 = 0BBB� 1 0 : : : 0 0�1 1 : : : 0 0... . . . ...0 0 : : : �1 11CCCA ;z toho formule (16) ihned plyne. Oznaème opìt Wa(t) = a +W (t) Wienerùv pro
es startují
í zbodu a. Pøed
hozí úvahy lze zopakovat s jedinou úpravou, náhodná velièina Wa(t1) má rozdìleníN(a; t1), tak¾e hustota náhodného vektoru (Wa(t1); : : : ;Wa(tm)) je opìt dána vztahem (16), vnìm¾ nyní klademe x0 = a.Pro Brownùv most budeme postupovat obdobnì, ale postup je pra
nìj¹í. BuïX Brownùv mostz a do b, de�novaný rovni
í (8); zvolme libovolnì body 0 = t0 < t1 < � � � < tn < T . Uká¾eme, ¾e(X(t1); : : : ;X(tn)) má hustotu �a;b, kde�a;b(x) = nYi=1 p(ti � ti�1; xi � xi�1)p(T � tn; b� xn)p(T; b� a) ; x 2 Rn ; (17)pøièem¾ klademe x0 = a.Pro zjednodu¹ení zápisu v následují
í
h výpoète
h bez újmy na obe
nosti polo¾me T = 1.Nejprve vy¹etøíme pøípad a = b = 0. Z rovni
e (8) ihned vidíme, ¾e náhodné velièinyX(ti)1� ti � X(ti�1)1� ti�1 ; i = 1; : : : ; n;jsou nezávislé a mají rozdìlení N (0; (1� ti)�1 � (1� ti�1)�1). Pøitom0BBBB�X(t1)X(t2)...X(tn)1CCCCA = 0BBB� 1� t1 0 0 : : : 01� t2 1� t2 0 : : : 0... . . . ...1� tn 1� tn 1� tn : : : 1� tn1CCCA| {z }=B
0BBBBBB� X(t1)1�t1X(t2)1�t2 � X(t1)1�t1...X(tn)1�tn � X(tn�1)1�tn�1

1CCCCCCA| {z }=Y ;
náhodný vektor Y má hustotuh(x) = nYi=1 p� ti � ti�1(1� ti)(1� ti�1) ; xi�; x 2 Rn :Mati
e B je trojúhelníková spe
iálního tvaru, tak¾e lze bez obtí¾í nalézti její inversní mati
iB�1 = 0BBBBBB� 11�t1 0 : : : 0 0� 11�t1 11�t2 : : : 0 0... . . . ...0 0 : : : � 11�tn�1 11�tn

1CCCCCCA :
80



Z vìty o substitu
i víme, ¾e �0;0(x) = (detB)�1h(B�1x);výraz vpravo musíme nyní upravit. Buïte 0 < s < t < u < 1, pak1(1� u)(1� t)(1� s)p� u� t(1� u)(1� t) ; z1� u � y1 � t�� p� t� s(1� t)(1� s) ; y1� t � x1� s�= 1(1� u)(1� t)(1� s)s (1� u)(1� t)2�(u� t) exp�� ((1� t)z � (1� u)y)22(u� t)(1� u)(1� t)��s (1� t)(1� s)2�(t� s) exp�� ((1� s)y � (1� t)x)22(t� s)(1� t)(1� s) �= 1p(1� u)(1 � s) 1p2�(u� t) exp�� (1� t)z22(u� t)(1� u) + 2yz2(u� t) � (1� u)y22(u� t)(1� t)�� 1p2�(t� s) exp�� (1� s)y22(t� s)(1� t) + 2xy2(t� s) � (1� t)x22(t� s)(1� s)�= 1p(1� u)(1 � s)pu�t(z � y) exp�� z22(u� t)h 1� t1� u � 1i� exp�� y22(u� t)h1� u1 � t � 1i�� pt�s(y � x) exp�� y22(t� s)h1� s1� t � 1i� exp�� x22(t� s)h 1� t1� s � 1i�= 1p1� u exp�� z22(1� u)�pu�t(z � y)pt�s(y � x) 1p1� s exp� x22(1� s)�:Odtud �0;0(x) = nYi=1 p(ti � ti�1; xi � xi�1) 1p1� tn exp�� x2n2(1 � tn)�= nYi=1 p(ti � ti�1; xi � xi�1) � p2�p(1� tn; xn)= nYi=1 p(ti � ti�1; xi � xi�1)p(1� tn; xn)p(1; 0) ;èím¾ je rovnost (17) pro a = b = 0 ovìøena. Dále,�a;b(x) = �0;0(x� t); t = �a(1� t1) + bt1; : : : ; a(1� tn) + btn��a pøímoèarý, by» pra
ný výpoèet vede na formuli (17) v obe
ném pøípadì.31Vìta 4.1 platí pro martingaly s reálnými hodnotami. Analogi
ké tvrzení lze vy-slovit i pro martingaly s hodnotami v Rd , d > 1, pøedpoklady ví
edimensionálního31Pøi výpoètu jsme u¾ili rovni
i (8), ale výsledek na konkrétní realisa
i Brownova mostu sa-mozøejmì nezávisí, je¾to koneènì-rozmìrná rozdìlení gaussovského pro
esu jsou jednoznaènì urèe-na støední hodnotou a kovarianèní funk
í. Stojí té¾ za pov¹imnutí, ¾e formule (16) a (17) implikujírovnost (14), která z ni
h plyne prostým výpoètem, bez nutnosti u¾ívat podmínìné hustoty.81



výsledku jsou v¹ak 
itelnì restriktivnìj¹í. Té¾ dùkaz je obtí¾nìj¹í, proto jej nepodá-me.32Vìta 4.4. (F. B. Knight, 1971) Buï M = (M1; : : : ;Md)� spojitý lokální mar-tingal v Rd , M0 = 0. Ne
h»hM ii1 =1 P-skoro jistì, 1 � i � d,a je splnìna podmínka orthogonalityhM i;M jit = 0 pro v¹e
hna t � 0 P-skoro jistì, 1 � i 6= j � d:De�nujme markovské èasyTi(s) = infft � 0; hM iit > sg; 0 � s <1; 1 � i � d;a polo¾me Bis =M iTi(s); 0 � s <1; 1 � i � d:Potom je B = (B1; : : : ; Bd)� d-dimensionální Wienerùv pro
es, to jest, B1; : : : ; Bdjsou nezávislé jednodimensionální Wienerovy pro
esy.Pøedpoklad hM ii1 = 1 lze opìt eliminovat postupem známým z dùkazu dù-sledku 4.3: Je-li W d-dimensionální Wienerùv pro
es nezávislý s M (de�novanýpøípadnì na roz¹íøení �ltrovaného pravdìpodobnostního prostoru (
;F ; (Ft);P)),pak jsou Bis =W is �W is^hMii1 +M iTi(s); s � 0; 1 � i � d;nezávislé Wienerovy pro
esy. Pov¹imnìme si, ¾e podmínku orthogonality lze vy-jádøit po¾adavkem, aby hhMiit byla diagonální mati
e pro v¹e
hna t 2 R+ P-skorojistì.Jediné tvrzení vìty 4.4, které neplyne okam¾itì z vìty 4.1, je nezávislost pro
esùB1; : : : ; Bd, právì její dùkaz je komplikovaný, nebo» orthogonalita neimplikuje ne-závislost martingalùM1; : : : ;Md, jak ukazuje následují
í pøíklad. (Podotknìme, ¾eB je Wienerùv pro
es vzhledem ke své kanoni
ké �ltra
i. Kdyby
hom podle vzoruvìty 4.1 de�novali �-algebry G is = FTi(s), tak pro i 6= j nemusíme dostat nezávislé�ltra
e.)Pøíklad 4.6. Buï W jednodimensionální Wienerùv pro
es, de�nujme martin-galy M , N vztahemMt = Z t0 1fW�0g(s) dWs; Nt = Z t0 1fW<0g(s) dWs; t � 0:32Lze ho nalézti napø. v I. Karatzas, S. E. Shreve: Brownian motion and sto
hasti
 
al
ulus,Springer-Verlag, New York 1988, v kapitolá
h 3.4C a 3.4E.82



Potom hM;Nit = Z t0 1fW�0g(s)1fW<0g(s) ds = 0; t � 0;ale pro
esy M , N nejsou nezávislé. Kdyby toti¾ byly, pak by i pro
esy hMi; hNibyly nezávislé (jak plyne napøíklad ze vztahu (C.1)), av¹akhMit + hNit = Z t0 1fW�0g(s) ds+ Z t0 1fW<0g(s) ds = t:B. Representa
e martingalù sto
hasti
kými integrály. Cílem této èásti je vyjas-nit, které spojité lokální martingaly mohou být vyjádøeny jako sto
hasti
ký integrálvzhledem k nìjakému Wienerovu pro
esu.Základní motiva
í pro zkoumání tohoto problému je následují
í úloha: Uva¾ujme sto
hasti
koudiferen
iální rovni
i dX = b(X) dt+ �(X) dW; X(0) = x;její¾ koe�
ienty nejsou lokálnì lips
hitzovské, ale pouze spojité (a pro jednodu
host omezené).Methodu, ji¾ jsme dokázali existenèní vìtu 2.1, nyní nelze pou¾ít. Zkusme tedy aproximovat ko-e�
ienty b, � lips
hitzovskými omezenými funk
emi bk, �k tak, aby bk ! b, �k ! �, a provéstilimitní pøe
hod. Víme, ¾e existují pro
esy Xk, k � 1, øe¹í
í rovni
idXk = bk(Xk) dt+ �k(Xk) dW; Xk(0) = x;lze ukázat, ¾e jeji
h rozdìlení tvoøí tìsnou mno¾inu pravdìpodobnostní
h mìr na prostoru tra-jektorií. Existuje tedy vybraná podposloupnost fXkng konvergují
í v distribu
i, av¹ak provéstlimitní pøe
hod ve sto
hasti
kém integráluZ t0 �kn(Xkn(s)) dW (s)není snadné. Postupujeme proto následují
ím zpùsobem: Pro
esMn(t) = Xkn(t)� x� Z t0 bkn(Xkn(s)) dsje spojitý lokální martingal s kvadrati
kou varia
íhhMniit = Z t0 �kn(Xkn(s))��kn(Xkn(s)) ds:Nyní ji¾ pra
ujeme pouze s Lebesgueovými integrály, k limitì pøejíti lze a získáme pro
es X takový,¾e M(t) = X(t)� x� Z t0 b(X(s)) dsje spojitý lokální martingal a hhMiit = Z t0 �(X(s))��(X(s)) ds:83



Z výsledkù, které doká¾eme, plyne, ¾e nutnìM(t) = Z t0 �(X(s)) dB(s)pro vhodný Wienerùv pro
es B, jinými slovy, X je hledané øe¹ení.Nadále budeme pra
ovat na pevnì zvoleném �ltrovaném pravdìpodobnostnímprostoru (
;F ; (Ft);P) splòují
ím (UC). Následují
í výsledek v hlavní
h ryse
hnále¾í J. L. Doobovi (1953).Vìta 4.5. BuïM spojitý d-dimensionální lokální (Ft)-martingal,M0 = 0. Ne
h» je M d�m -hodnotový (Ft)-progresivnì mìøitelný pro
es takový, ¾e k k 2 L2lo
(R+)P-skoro jistì ahhMiit = Z t0  s �s ds pro v¹e
hna t � 0 P-skoro jistì. (18)Potom existuje roz¹íøení ( ~
; ~F ; ( ~Ft); ~P) sto
hasti
ké base (
;F ; (Ft);P) a m-dimensionální ( ~Ft)-Wienerùv pro
es W na ~
 tak, ¾eMt = Z t0  s dWs pro v¹e
hna t � 0 ~P-skoro jistì: (19)Je-li zobrazení  (t; !) : Rm �! Rd injektivní pro � 
 P-skoro v¹e
hna (t; !) 2R+ �
, pak lze W de�novat na pùvodní sto
hasti
ké basi (
;F ; (Ft);P).Ve formuli (19) pøedpokládáme, jak jsme se umluvili, ¾eM a  jsou kanoni
kýmzpùsobem roz¹íøeny na ~
.Vìta 4.5 
harakterisuje lokální martingaly, které mají tvar R �0  dW pro zadanýpro
es  a nìjaký Wienerùv pro
es W . Jejím dùsledkem je rovnì¾ popis v¹e
hlokální
h martingalù tvaru R �0  dW , kdy¾  probíhá tøídu v¹e
h integrovatelný
hpro
esù:Dùsledek 4.6. Buï M spojitý d-dimensionální lokální (Ft)-martingal takový,¾e M0 = 0. Potom existují:a) (Ft)-progresivnì mìøitelný M d�d -hodnotový pro
es  s k k 2 L2lo
(R+)P-skoro jistì,b) roz¹íøení ( ~
; ~F ; ( ~Ft); ~P) sto
hasti
ké base (
;F ; (Ft);P) a na nìm de�-novaný d-dimensionální ( ~Ft)-Wienerùv pro
es Wtakové, ¾e platí (19), právì kdy¾ hMi 2 AClo
(R+ ) P-skoro jistì.Dùkaz dùsledku 4.6. Má-li M representa
i (19), pakhhMii = Z �0  s �s ds84



a trajektorie hhMii nále¾í AClo
(R+ ; M d�d) skoro jistì, tedy i trajektorie hMi jsouskoro jistì lokálnì absolutnì spojité. Vidíme, ¾e podmínka hMi 2 AClo
(R+) jenutná pro platnost rovnosti (19).Naopak pøedpokládejme, ¾e jsou trajektorie hMi�(!) pro P-skoro v¹e
hna ! ne-klesají
í lokálnì absolutnì spojité funk
e, jsou tedy integrálem své deriva
e, je¾existuje, je koneèná a nezáporná �-skoro v¹ude na R+ . Polo¾me~z(s) = lim supn!1 n�hMis � hMis� 1n �; s > 0;a z(s) = ~z(s)1f~z<1g(s); s > 0; z(0) = 0:Pro
es z je zjevnì progresivnì mìøitelný,P�z(s) � 0 pro v¹e
hna s � 0	 = 1a z(�) = ddt hMiv ka¾dém bodì ℄0;1[, v nìm¾ koneèná deriva
e existuje, tudí¾PnZ t0 z(s)ds = hMit pro ka¾dé t � 0o = 1: (20)Je-li d = 1, staèí polo¾it  = pz a snadno se ovìøí, ¾e jsou splnìny pøedpokladyvìty 4.5. Ne
h» tedy d > 1. Pøipomeòme, ¾e existuje progresivnì mìøitelný M d�d -hodnotový pro
es % takový, ¾e %(s; !) jsou symetri
ké positivnì semide�nitní mati
ea hhMiit = Z t0 %(s) dhMis: (21)Polo¾me Z(t) = %(t)z(t), t � 0; pro
es Z je (Ft)-progresivnì mìøitelný s hodno-tami v symetri
ký
h positivnì semide�nitní
h mati
í
h a splòuje kZk 2 L1lo
(R+),nebo» z konstruk
e mati
e % plyne, ¾e k%k 2 L1lo
(�hMi). Kombinují
e (20) a (21)nahlédneme, ¾e hhMiit = Z t0 Z(s) ds; t � 0:Pøíklad F.1 a vìta F.10 ukazují, ¾e lze de�novat progresivnì mìøitelný pro
es Z1=2s hodnotami v symetri
ký
h positivnì semide�nitní
h mati
í
h tak, abyhhMiit = Z t0 Z1=2(s)Z1=2(s) ds; t � 0:85



Pøi volbì  = Z1=2 jsou proto pøedpoklady vìty 4.5 opìt splnìny. Q.E.D.Poznámka 4.4. Jak známo, hMi 2 AClo
(R+) P-skoro jistì, právì kdy¾ jemíra �hMi P-skoro jistì absolutnì spojitá vzhledem k Lebesgueovì míøe �. Jsou-limíry �hMi a � dokon
e skoro jistì ekvivalentní, pak lze { v jednodimensionálnímpøípadì { nalézti v situa
i dùsledku 4.6 representa
i martingalu M na pùvodním(neroz¹íøeném) pravdìpodobnostním prostoru. Z ekvivalen
e toti¾ plyne, ¾e z > 0�
P-skoro v¹ude, tedy i  > 0 skoro v¹ude a mù¾eme u¾íti pøíslu¹né tvrzení z vìty4.5.Dùkaz vìty 4.5 je zalo¾en na velmi pìkném obratu, který je v¹ak v pøípadì d > 1ponìkud zatemnìn te
hni
kými komplika
emi. Proto nejprve zvlá¹» podáme dùkazpro jednodimensionální martingaly, aby se základní my¹lenka stala zøejmou.Dùkaz vìty 4.5 pro d =m = 1. V jednodimensionálním pøípadì pøedpoklad(18) pøe
hází na hMit = Z t0  2(s) ds; t � 0:Buï B Wienerùv pro
es nezávislý s M , jen¾ jistì existuje na nìjakém roz¹íøení( ~
; ~F ; ( ~Ft); ~P) pùvodní sto
hasti
ké base. Roz¹íøiv¹e kanoni
kým zpùsobem pro
es na ~
 polo¾meW (t) = Z t0 1f 2>0g(s) 1 (s) dM(s) + Z t0 1f 2=0g(s) dB(s); t � 0:Prvý integrál vpravo je dobøe de�nován, jeliko¾Z t0 ����1f 2>0g(s) 1 (s) ����2 dhMis = Z t0 ����1f 2>0g(s) 1 (s) ����2 2(s) ds= Z t0 1f 2>0g(s) ds <1: (22)Pro
es W je lokální martingal se spojitými trajektoriemi a W (0) = 0; vzhledem knezávislosti pro
esù B a M a rovnosti (22) platíhW it = Z t0 1f 2>0g(s) ds+ Z t0 1f 2=0g(s) ds = t; t � 0:Podle Lévyho vìty je W Wienerùv pro
es aZ t0  (s) dW (s) = Z t0  (s)1f 2>0g(s) 1 (s) dM(s) + Z t0  (s)1f 2=0g(s) dB(s)= Z t0 1f 2>0g(s) dM(s);86



integrál vlevo je korektnì de�nován, je¾to  2 L2lo
(R+) skoro jistì. MartingalN = Z �0 1f 2=0g(s) dM(s)maje kvadrati
kou varia
ihNit = Z t0 1f 2=0g(s) dhMis = Z t0 1f 2=0g(s) 2(s) ds = 0je nulový podle lemmatu C.1, tudí¾Z t0  (s) dW (s) = Z t0 n1f 2>0g(s) + 1f 2=0g(s)odM(s) =M(t)~P-skoro jistì pro v¹e
hna t � 0.Nakone
 si uvìdomme, ¾e  (s; !) de�nuje injektivní lineární zobrazení v R, právìkdy¾  (s; !) 6= 0. Je-li tedy 1f =0g(s; !) = 0 pro � 
 P-skoro v¹e
hna (s; !) 2R+ �
, není nutno uva¾ovat pomo
ný Wienerùv pro
es B. Q.E.D.Nyní pøistupme k dùkazu vìty 4.5 v obe
ném pøípadì.33 Nejprve pøipomeòmenìkolik výsledkù z nulté kapitoly v té podobì, v ní¾ je budeme dále potøebovat.Ne
h» je M = (M i)di=1 spojitý d-dimensionální lokální martingal a ' progresivnìmìøitelný M k�d -hodnotový náhodný pro
es. Sto
hasti
ký integrál R �0 ' dM jsmezavedli pomo
í reduk
e k jednodimensionálnímu pøípadu, 
o¾ vede na podmínkukXi=1 dXj=1 Z t0 j'ij(s)j2 dhM jis <1 pro v¹e
hna t � 0 P-skoro jistì. (23)Uvedli jsme také { by» nedokázali { ¾e sto
hasti
ký integrál je dobøe de�nován ji¾za slab¹ího pøedpokladuZ t0 Tr�'s%s'�s�dhMis <1 pro v¹e
hna t � 0 P-skoro jistì, (24)kde % je hustota tensorové kvadrati
ké varia
e hhMii vùèi hMi.Pøedpokládejme naví
, ¾eM má lokálnì absolutnì spojitou kvadrati
kou varia
ia platí hhMiit = Z t0  s �s ds pro v¹e
hna t � 0 P-skoro jistì33Dùkaz, který uvedeme, je zalo¾en na my¹len
e M. Ondrejáta. Viz jeho èlánek v Cze
hoslovakMath. J. 55 (2005), 1003{1039. 87



s progresivnì mìøitelným M d�r -hodnotovým pro
esem  splòují
ím k k 2 L2lo
(R+)P-skoro jistì. OdtudhMit = Z t0 Tr� s �s� ds a hhMiit = Z t0 %s dhMis = Z t0 %sTr� s �s� ds;tak¾e   � = %Tr(  �) platí �-skoro v¹ude na R+ P-skoro jistì. Nebo»Z t0 Tr�'s%s'�s�dhMis = Z t0 Tr�'s%s'�s�Tr( s �s ) ds= Z t0 Tr�'s%sTr( s �s )'�s� ds;pøe
hází podmínka (24) na tvarZ t0 Tr�'s s �s'�s�ds <1 pro v¹e
hna t � 0 P-skoro jistì. (25)Podobnì pro tensorovou kvadrati
kou varia
i sto
hasti
kého integrálu dostaneme��Z �0 ' dM�� = Z �0 's s �s'�s ds (26)P-skoro jistì; analogi
ky��Z �0 ' dM; Z �0 � dM�� = Z �0 's s �s��s dsP-skoro jistì, kdykoliv jsou ' a � M k�d -hodnotové progresivnì mìøitelné náhodnépro
esy splòují
í podmínku integrovatelnosti (24).Dùkaz vìty 4.5. Polo¾meg : R+ �! R+ ; t 7�! 1t 1℄0;1[(t):Podle pøedpokladu je  � M m�m -hodnotový progresivnì mìøitelný pro
es, jeho¾hodnotami jsou symetri
ké positivnì semide�nitní mati
e. Podle výsledkù z apen-dixu F je také g( � ) progresivnì mìøitelný pro
es s hodnotami v symetri
ký
h a(nebo» g � 0) positivnì semide�nitní
h m�m-mati
í
h. Analogi
ky, 1f0g( � ) jeprogresivnì mìøitelný M m�m -hodnotový pro
es. Buï B m-dimensionální Wienerùvpro
es, nezávislý s M , který lze jistì nalézti na vhodném roz¹íøení ( ~
; ~F ; ( ~Ft); ~P)sto
hasti
ké base (
;F ; (Ft);P). Polo¾meWt = Z t0 g( �s s) �s dMs + Z t0 1f0g( �s s) dBs; t � 0:88



Nejprve musíme ovìøit, ¾e první integrál vpravo je korektnì de�nován, k èemu¾ u¾i-jeme podmínku (25).34 Oznaème p1 : t 7�! t identi
ké zobrazení a polo¾me q(s) =g( �s s) �s s. Potom q(s) = g( �s s)p1( �s s) = (gp1)( �s s) = 1℄0;1[( �s s) = �s sg( �s s) pro ka¾dé (s; !) podle lemmatu F.7. Odtud, s pøihlédnutím k lemma-tùm F.7 a F.9,Z t0 Tr�g( �s s) �s s �s sg( �s s)� ds = Z t0 Tr�qsq�s�ds= Z t0 Tr�1℄0;1[( �s s)1℄0;1[( �s s)�ds= Z t0 Tr�1℄0;1[( �s s)�ds� m Z t0 

1℄0;1[( �s s)

op ds� mt <1:Je tedy W m-dimensionální spojitý lokální martingal, W0 = 0, a vzhledem k nezá-vislosti M a B a formuli (26) platíhhW iit = Z t0 1℄0;1[( �s s) ds+ Z t0 1f0g( �s s) ds= Z t0 1[0;1[( �s s)| {z }=Im ds = tIm; t � 0:Podle Lévyho vìty je W Wienerùv pro
es, 
h
eme ukázat, ¾eMt = Z t0  s dWs pro ka¾dé t � 0 ~P-skoro jistì. (27)Pro h 2 Rd a t � 0 polo¾meM (h)t = Dh;MtERd = Z t0 h� dMs;J (h)t = Dh; Z t0  s dWsERd = Z t0 h� s dWs:Rovnost (27) jistì platí, pokudM (h) = J (h) pro libovolné h 2 Rd . (28)34Ètenáøka nebo ètenáø, kterým vadí pou¾ití nedokázané postaèují
í podmínky (24), se mohousnadno pøesvìdèit, ¾e { za 
enu ztráty elegan
e { lze u¾íti i (23).89



Oba pro
esy vystupují
í ve formuli (28) jsou spojité lokální martingaly, nulové pøit = 0, staèí tedy ovìøiti, ¾e
M (h) � J (h)�t = 0 pro v¹e
hna t � 0 ~P-skoro jistì.Pøímý výpoèet (s u¾itím formule (26)) ukazuje, ¾e
M (h) � J (h)�t = 
M (h)�t � 2
M (h); J (h)�t + 
J (h)�t= Z t0 h� s �sh ds� 2
M (h); J (h)�t + Z t0 kh� sk2 ds= 2 Z t0 kh� sk2 ds� 2
M (h); J (h)�t:Proto je (28) dùsledkem rovnosti
M (h); J (h)� = Z �0 kh� k2 ds;kterou nyní doká¾eme. Podle de�ni
e pro
esu W toti¾ platí, ¾e�Z �0 h� dMs; Z �0 h� s dWs�t= �Z �0 h� dMs; Z �0 h� sg( �s s) �s dMs�t+ �Z �0 h� dMs; Z �0 h� s1f0g( �s s) dBs�t= �Z �0 h� dMs; Z �0 h� sg( �s s) �s dMs�t= Z t0 h� s �s sg( �s s) �sh ds= Z t0 h� sq(s) �sh ds= Z t0 h� s1℄0;1[( �s s) �sh ds= Z t0 h� s 1[0;1[( �s s)| {z }=Im  �sh ds� Z t0 h�  s1f0g( �s s)| {z }=0  �sh ds= Z t0 h� s �sh ds = Z t0 kh� sk2 ds;v pøedposlední rovnosti byl u¾it pøíklad F.4.Jestli¾e je  (s; !) injektivní, pak 1f0g( �s(!) s(!)) = 0, opìt podle pøíkladu F.4.Pro  injektivní � 
 P-skoro v¹ude tedy pomo
ný Wienerùv pro
es B nemusímeuva¾ovat. Q.E.D. 90



C. Representa
e brownovský
h martingalù. Ne
h» je W = (W 1; : : : ;Wn)� stan-dardní n-dimensionální Wienerùv pro
es de�novaný na pravdìpodobnostním pro-storu (
;F ;P), oznaème (FWt ) jeho oboha
enou kanoni
kou �ltra
i. (To jest,FWt = ���(Wr; 0 � r � t) [ N� pro t � 0, kde N je systém v¹e
h P-nulový
hmno¾in; (FWt ) splòuje (UC).) Martingaly vzhledem k �ltra
i (FWt ) jsou èastonazývány brownovské martingaly. Na¹ím 
ílem je dokázat, ¾e ka¾dý zprava spojitýbrownovský lokální martingal je sto
hasti
kým integrálem vzhledem k danémuWie-nerovu pro
esu W , spe
iálnì, má spojité trajektorie a lokálnì absolutnì spojitoukvadrati
kou varia
i.Vyslovme vìtu o integrální representa
i pøesnì:35Vìta 4.7. a) Buï M L2-martingal vzhledem k (FWt ), jeho¾ trajektorie jsouzprava spojité P-skoro jistì, M0 = 0. Potom existuje (FWt )-progresivnì mìøitelnýM 1�n -hodnotový pro
es K takový, ¾eE Z t0 kK(s)k2 ds <1; 0 � t <1; (29)a P-skoro jistì platí M(t) = Z t0 K(s) dW (s); 0 � t <1: (30)Pro
es K je urèen jednoznaènì: je-li ~K jiný progresivnì mìøitelný pro
es splòují
í(29) a (30), pak K = ~K �
 P-skoro v¹ude na R+ �
.b) Jsou-li trajektorie lokálního (FWt )-martingalu P-skoro jistì zprava spojité,pak jsou nutnì P-skoro jistì spojité.
) Je-liM lokální (FWt )-martingal s P-skoro jistì zprava spojitými trajektoriemi,M0 = 0, pak existuje progresivnì mìøitelný M 1�n -hodnotový pro
es K takový, ¾ekKk 2 L2lo
(R+ ) P-skoro jistì a platí (30). Pro
es K je opìt urèen jednoznaènì.Pøipomeòme (viz vìta C.8 v apendixu C), ¾e ka¾dý martingal vzhledem k �ltra
isplòují
í (UC) má modi�ka
i, její¾ skoro v¹e
hny trajektorie jsou zprava spojité amají v ka¾dém bodì limitu zleva, lze tedy tvrdit, ¾e libovolný brownovský lokál-ní martingal má modi�ka
i se spojitými trajektoriemi, je¾ je dána sto
hasti
kýmintegrálem vzhledem k W .Mù¾e se zdát, ¾e bod (b) ve vìtì 4.7 je zbyteèný jsa okam¾itým dùsledkem bodu(
). Formula
e vìty v¹ak odpovídá struktuøe dùkazu: tvrzení (
) by plynulo z tvrzení35Poprvé klíèovou èást (a) následují
í vìty dokázal K. Itô (1951) z
ela odli¹ným postupem,zalo¾eným na násobný
h sto
hasti
ký
h integrále
h. V 
elkem pøístupné formì se lze s dùkazem,u¾ívají
ím tuto dùle¾itou te
hniku, seznámit v x 9.8 uèebni
e H.-H. Kuo: Introdu
tion to sto
hasti
integration, Springer 2006. 91



(a) z
ela snadno standardní lokalisaèní pro
edurou, pokud by
hom dokázali naléztilokalisují
í posloupnost (�n) markovský
h èasù tak, aby Mn = M(� ^ �n) byly L2-martingaly. To jistì lze, je-li M spojitý lokální martingal, nebo» pak existují (�n)dokon
e tak, ¾e Mn jsou omezené martingaly. Pro zprava spojité martingaly tov¹ak obe
nì do
ílit nelze. Proto odvození bodu (
) musí být pøedøazen dùkaz, ¾e(a) implikuje (b).Uva¾ujme �ltra
i (GÆt ) de�novanou GÆt = f;; 
g pro t < 1, GÆt = F pro t � 1. Buï (Gt)oboha
ení �lta
e (GÆt ), pak (Gt) splòuje (UC). Ne
h» X 2 L1(P) n L2(P), EX = 0, de�nujmemartingal M jako zprava spojitou modi�ka
i martingalu �E(XjGt); t � 0�, zøejmì M0 = 0.Libovolný (Gt)-markovký èas � je buï skoro jistì konstantní, anebo � � 1. V druhém pøípadìv¹ak M(t ^ �) = X pro v¹e
hna t � 1, tak¾e M není lokální L2-martingal.S vìtou 4.7(a) se lze èasto setkat v následují
í ekvivalentní formula
i:Vìta 4.8. Buï T 2 ℄0;1℄. Ne
h» � : 
 �! R je FWT -mìøitelná funk
e, Ej�j2 <1. Potom existuje (FWt )-progresivnì mìøitelný M 1�n -hodnotový pro
es K tak, ¾eE Z T0 kK(s)k2 ds <1 (31)a � = E(�) + Z T0 K(s) dW (s) P-skoro v¹ude na 
: (32)Pro
es K je urèen jednoznaènì: je-li ~K jiný progresivnì mìøitelný pro
es splòují
í(31) a (32), potom K = ~K �
 P-skoro v¹ude.OFWT -mìøitelný
h funk
í
h se nìkdy hovoøí jako o wienerovský
h nebo brownov-ský
h funk
ionále
h.Dùkaz ekvivalen
e vìt 4.7(a) a 4.8. Pøedpokládejme, ¾e vìta 4.7(a) ji¾ byladokázána. Tvrzení vìty 4.8 pro urèitost odvodíme v pøípadì T =1. Bez újmy naobe
nosti pøedpokládáme, ¾e E(�) = 0; v opaèném pøípadì by
hom toti¾ uva¾ovalifunk
i � � E�. Buï M zprava spojitá modi�ka
e martingalu �E(�jFWt ); t � 0�.Podle Jensenovy nerovnosti pro podmínìné støední hodnotyM2t � E(�2 ��FWt ); t � 0:Vidíme, ¾e M je L2-martingal, jen¾ jsa (FWt )-adaptovaný splòuje pøedpokladyvìty 4.7(a). Má tudí¾ trajektorie skoro jistì spojité a existuje progresivnì mìøitelnýpro
es K splòují
í (29) a (30). Dále,E Z t0 kK(s)k2 ds = EhMit = EM2t � Ek�k2 <1; t � 0:Odtud ihned plyne (31), náhodná velièina R10 K dW je dobøe de�nována a splývás � skoro jistì podle martingalové konvergenèní vìty, která implikujeMt ����!t!1 E�� ��FW1 � = � v L2(P).92



Tvrzení o jednoznaènosti je zøejmé. Pokud by bylo T < 1, postupovali by
homz
ela stejnì uvá¾iv¹e, ¾e �ltra
e (FWt ) je spojitá zleva.36Analogi
ky snadno lze z vìty 4.8 odvodit vìtu 4.7(a), proto jen naznaèíme hlavníkroky. Buï M L2-martingal vzhledem k (FWt ), M0 = 0, pak Mn 2 L2(FWn ) proka¾dé n � 1, tudí¾ Mn = Z n0 H(n) dWpro vhodný progresivnì mìøitelný pro
es H(n) s kH(n)k 2 L2([0; n℄�
). To impli-kuje Mt = E�Mn ��FWt � = Z t0 H(n)s dWs; 0 � t � n;zøejmì pøitom platí H(n) = H(m) � 
 P-skoro v¹ude na [0; n℄ � 
 pro v¹e
hnam � n. Dùkaz vìty 4.7(a) lze nyní ji¾ snadno dokonèit. Q.E.D.Vìta 4.8 má èistì existenèní 
harakter. Nalézti pro pro
es K expli
itní vyjád-øení je zpravidla obtí¾né. Novìj¹í 
harakterisa
e pro
esu K mnohdy u¾ívají tzv.Malliavinùv kalkul a z
ela se vymykají rám
i tohoto textu.37 Ve dvou následují
í
hpøíklade
h proto pouze o
itujeme klasi
ký výsledek, jen¾ poskytuje popis pro
esu Kpro spe
iální tøídu \dostateènì hladký
h" wienerovský
h funk
ionálù, a uvedeme,jak vypadá integrální representa
e maxima Brownova pohybu.Pøíklad 4.7. Ne
h» pro jednodu
host n = 1. Buï L : C ([0; 1℄) �! R fré
hetov-sky diferen
ovatelná funk
e, to jest, pro ka¾dé f 2 C � C ([0; 1℄) existuje spojitýlineární funk
ionál L0(f) 2 C � tak, ¾elimh!0 kL(f + h)� L(f)� L0(f)hkkhk = 0:Náhodná velièina �(!) = L�Wj[0;1℄(�; !)�; ! 2 
; (33)kde Wj[0;1℄ znaèí restrik
i Wienerova pro
esu na interval [0; 1℄, je zøejmì FW1 -mìøitelná. Pro brownovské funk
ionály typu (33) ukázal J.M.C. Clark (1970), ¾eintegrand v representa
i (32) lze nalézti v uzavøeném tvaru.3836Tento výsledek lze nalézti napø. v ji¾ 
itované knize I. Karatzase a S. Shrevea (Corollary2.7.8).37Úvodní informa
i o u¾ití Malliavinova kalkulu na integrální representa
e lze naèerpat tøebave ètvrté kapitole knihy M. Sanz-Solé: Malliavin 
al
ulus with appli
ations to sto
hasti
 partialdi�erential equations, EPFL Press, Lausanne 2005.38U.G. Haussmann v ro
e 1978 zobe
nil Clarkovo tvrzení na wienerovské funk
ionály tvaruL(X(�; !)), kde X je øe¹ení sto
hasti
ké diferen
iální rovni
e. Verse Clarkovy formule, kterouuvedeme, nále¾í M.H.A. Davisovi, viz jeho èlánek vMath. Pro
. Cambridge Philos. So
. 87 (1980),157{166. V té¾e stati lze nalézti i formula
i a dùkaz Haussmannova výsledku.93



Pøipomeòme, ¾e podle Rieszovy vìty o representa
i lze funk
ionál L0(f) ztoto¾nits borelovskou (znaménkovou) mírou na [0; 1℄. Pøedpokládejme, ¾e L je polynomiál-ního rùstu: existují konstanty K, q � 0 tak, ¾ejL(f)j+ kL0(f)k � K(1 + kfkq)pro ka¾dou f 2 C . (Vlevo znaèí kL0(f)k normu lineárního funk
ionálu L0(f), tojest totální varia
i representují
í míry, na pravé stranì je kfk norma funk
e f vprostoru C spojitý
h funk
í.) Dále pøedpokládejme, ¾e funk
e f 7�! L0(f) je spojitá(vzhledem ke slabé konvergen
i mìr na [0; 1℄). Vzhledem k polynomiálnímu rùstuL je funk
e � = L(W ) zøejmì kvadrati
ky integrovatelná, Ej�j2 <1. Buï� = E(�) + Z 10 e(s) dW (s)její integrální representa
e, je¾ existuje podle vìty 4.8. Jako Clarkova formule jeznámo (dosti netriviální) tvrzení, ¾e pro
es e je tvarue(s) = E�L0(W (�))(℄s; 1℄) ��FWs �:Pøíklad 4.8. Buï W standardní jednodimensionální Wienerùv pro
es, polo¾meSt = max0�u�tWu; t � 0:Potom39 ST = EST + 2 Z T0 h1� ��St �WtpT � t �i dWtpro ka¾dé T 2 ℄0;1[, kde � je distribuèní funk
e míry N (0; 1) na R. Pokud víme,¾e náhodné velièiny ST a jWT j mají identi
ká rozdìlení,40 není slo¾ité spoèítat, ¾eEST =r2T� :Vìta 4.8 se týká kvadrati
ky integrovatelný
h wienerovský
h funk
ionálù. Resig-nujeme-li na jednoznaènost representa
e, mù¾eme analogi
ké tvrzení vyslovit prolibovolné skoro jistì koneèné wienerovské funk
ionály.39S relativnì elementárním (ale nikoliv jednodu
hým) dùkazem se lze seznámit v èlánku A.N. Xir�ev, M. $Ior, Teor. Vero�tnost. i Primenen. 48 (2003), 375{385.40V ji¾ ví
ekrát zmínìné knize I. Karatzase a S. E. Shrevea je to uvedeno jako Proposition2.8.1 a Problem 2.8.2. 94



Vìta 4.9. (R. M. Dudley, 1977) Pøedpokládejme, ¾e W je standardní jednodi-mensionální Wienerùv pro
es a T 2 ℄0;1℄. Ne
h» � : 
 �! R je FWT -mìøitelnáfunk
e. Potom existuje (FWt )-progresivnì mìøitelný náhodný pro
es K tak, ¾eP�Z T0 jK(s)j2 ds <1� = 1 (34)a � = Z T0 K(s) dW (s) P-skoro jistì. (35)Vìta 4.9 pøipou¹tí rùzná dùle¾itá zobe
nìní: representa
e (35) napøíklad platípro HT -mìøitelné náhodné velièiny �, pokud je (Ht) zleva spojitá �ltra
e splòují
í(UC) taková, ¾eW je (Ht)-Wienerùv pro
es. (Za (Ht) lze tøeba zvolit (oboha
enou)kanoni
kou �ltra
i nìjakého m-dimensionálního Wienerova pro
esu, jeho¾ je Wjednou komponentou.) Dùkaz vìty 4.9 není pøíli¹ dlouhý, ale je ponìkud trikový anepokusíme se ho zde podat.41V následují
ím pøíkladu uká¾eme, ¾e jednoznaènost ve vìtì 4.9 mù¾e být poru-¹ena.Pøíklad 4.9. Ovìøit, ¾e pro
es K v representa
i (35) není urèen jednoznaènì vetøídì pro
esù splòují
í
h (34), je snadné, pokud T =1. Podle zákona iterovanéhologarithmu pro Wienerùv pro
es je markovský èas� = infft � 1; W (t) = 0gP-skoro jistì koneèný, tedyZ 10 ��1[0;�[(s)��2 ds = � <1; Z 10 1[0;�[(s) dW (s) =W (�) = 0 P-skoro v¹ude.Nulový funk
ionál má tedy (alespoò) dvì representa
e. (Pov¹imnìme si, ¾e z tvrzenío jednoznaènosti ve vìtì 4.8 nutnì plyne E� = 1.) V pøípadì T < 1 u¾ijemevhodné zámìny èasové ¹kály. Buï pro urèitost T = 1, sestrojíme (FWt )-progresivnìmìøitelný pro
es (At)0�t<1 tak, aby0 < Z 10 jA(s)j2 ds <1; Z 10 A(s) dW (s) = 0; P-skoro jistì:De�nujme Z(t) = Z t0 11� s dW (s); 0 � t < 1;41Pùvodní Dudleyho dùkaz je reprodukován ve skriptu P. Mandla Sto
hasti
ké integrály, ÚTIAÈSAV, Praha 1976, na str. 148{151. Zmínìná zobe
nìní Dudleyho vìty lze nalézt v èlanku M.Emery, C. Stri
ker, J. A. Yan, Ann. Probab. 11 (1983), 635{641.95



potom je Z spojitý lokální martingal s kvadrati
kou varia
íhZit = Z t0 1(1� s)2 ds = 11� t � 1:Uva¾ujme pøe¹kálovaný pro
es ~Z(t) = Z(t=(t+1)), t � 0, pak h ~Zit = t, tak¾e podleLévyho 
harakterisaèní vìty je ~Z Wienerùv pro
es. Polo¾me� = infft � 1; ~Z(t) = 0g; � = infft � 12; Z(t) = 0g:Ji¾ jsme si ujasnili, ¾e Pf� < 1g = 1. Jeliko¾ � je zøejmì (FWt )-markovský èassplòují
í � = �� + 1 ;je také Pf!; �(!) < 1 g = 1: (36)De�nujme A(t) = 11� t 1[0;� [(t); 0 � t < 1;vzhledem k (36) dostanemeZ 10 jA(t)j2 dt = Z �0 1(1� t)2 dt <1;Z 10 A(t) dW (t) = Z �0 11� t dW (t) = Z(�) = 0P-skoro jistì, jak jsme si pøáli.Nyní naznaèíme dùkaz vìty 4.7. Nejprve doká¾eme bod (a) omeziv¹e se v¹ak jenna pøípad n = 1, poté odvodíme tvrzení (b). Jak ji¾ bylo øeèeno, tvrzení (
) plynez (a) a (b) 
elkem pøímoèaøe, proto jsou detaily pøene
hány ètenáø
e èi ètenáøi.Jako první krok odvodíme dùle¾itý výsledek o martingale
h, u¾iteèný i jinde.Pøedpokládejme, ¾e (Gt) je �ltra
e splòují
í (UC) a B je standardní jednodimensio-nální (Gt)-Wienerùv pro
es. OznaèmeM2 = �M = (Mt)t�0;M zprava spojitý L2-martingal vzhledem k (Gt),M0 = 0	,�T = �X = (Xt)t�0; X (Gt)-progresivnì mìøitelný, E R T0 jX(s)j2 ds <1	,� = �X = (Xt)t�0; X1[0;T ℄ 2 �T 8T � 0	.Pro pro
esy X 2 � je de�nován sto
hasti
ký integrálIt(X) = Z t0 X(s) dB(s); t � 0;96



a I(X) 2M2. Dále, �T lze ztoto¾nit s prostorem L2([0; T ℄�
;M ; �
P), kdeMje �-algebra (Gt)-progresivnì mìøitelný
h mno¾in, a platíE�IT (X)IT (Y )� = E Z T0 X(s)Y (s) ds; X; Y 2 �T :Zobrazení IT je tudí¾ isometrie z �T do L2(
;GT ;P) a její obor hodnot RT =fIT (X); X 2 �T g je uzavøený podprostor v L2(GT ).Tvrzení 4.10. (H. Kunita & S. Watanabe, 1967) Pro ka¾dý martingal M 2M2existují pro
esy X 2 � a Z 2M2 tak, ¾eMt = It(X) + Zt pro v¹e
hna t � 0 P-skoro jistì (37)a �ZtIt(Y )�t�0 je martingal pro libovolné Y 2 �. (38)Má-li martingal M spojité trajektorie, pak rovnost (37) implikuje spojitost tra-jektorií Z, jeliko¾ sto
hasti
ký integrál spojité trajektorie jistì má.Pro spojité martingaly víme, ¾e (38) je ekvivalentní s hZ; I(Y )i = 0 pøímo podle de�ni
evzájemné varia
e. Ètenáøka èi ètenáø znalí Doob-Meyerova rozkladu i pro (obe
nì nespojité)martingaly42 mohou tvrzení 4.10 pøeformulovat do jeho standardní podoby: pro ka¾dé M 2 M2existují X 2 � a Z 2M2 tak, ¾e M = I(X) + Z a hZ; I(Y )i = 0 pro v¹e
hna Y 2 �.Dùkaz. Pokud rozklad splòují
í (37) a (38) existuje, je urèen jednoznaènì. Sku-teènì, ne
h» M = I(X1) + Z1 = I(X2) + Z2. Potom Z1 � Z2 = I(X2 � X1), tedyZ1�Z2 je L2-martingal se spojitými trajektoriemi, pøitom (Z1�Z2)I(X2�X1) jemartingal podle (38), tak¾e hZ1 � Z2; I(X2 �X1)it = 0, t � 0. OdtudhZ1 � Z2it = hZ1 � Z2; Z1 � Z2it = hZ1 � Z2; I(X2 �X1)it = 0a lemma C.1 implikuje Z1 � Z2 = 0 P-skoro v¹ude. Jestli¾e tedy pro ka¾dé T > 0doká¾eme nalézti pro
esy X a Z tak, aby (37) a (38) platily pro 0 � t � T , pakmù¾eme z jednoznaènosti konstruk
i roz¹íøiti na R+ .Zvolme proto pevnì T > 0 a M 2 M2. Víme, ¾e RT je uzavøený podprostorHilbertova prostoru L2(
;GT ;P), existuje tudí¾ jeho orthogonální doplnìk R?T afunk
i MT 2 L2(GT ) lze jednoznaènì rozlo¾itMT = IT (X) +R; (39)kde X 2 �T a R 2 R?T , to jest
R; IT (Y )�L2(
) = E�RIT (Y )� = 0 (40)42Viz I. Karatzas, S. Shreve: op. 
it., Theorem 1.4.10.97



pro ka¾dé Y 2 �T , pøièem¾ h�; �iL2(
) znaèí skalární souèin v L2(
). Buï Z =(Zt)0�t�T zprava spojitá modi�ka
e martingalu E�R �� Gt�, 0 � t � T . Je¾to R 2L2(
), jest Z zøejmì L2-martingal; martingalová vlastnost u¾itá na (39) dáváMt = E�MT ��Gt� = E�IT (X) ��Gt�+ E�R ��Gt� = It(X) + Zt; 0 � t � T;P-skoro jistì. Zbývá dokázat, ¾e pro
es �ZtIt(Y )�0�t�T je (Gt)-martingal pro v¹e
h-na Y 2 �T . Vzhledem k lemmatu C.3 staèí ovìøit, ¾eE�Z�I�(Y )� = E�Z0I0(Y )� = 0pro v¹e
hny (Gt)-markovské èasy �, 0 � � � T . Zvolme � a Y 2 �T libovolné,potom je pro
es ~Y � Y 1[0;�℄ 2 �T a I�(Y ) = I�( ~Y ) = IT ( ~Y ). S pøihlédnutím k(40) získáváme E�Z�I�(Y )� = E�E�R ��G��I�(Y )�= E�E�RI�(Y ) ��G��� = E�RI�(Y )�= E�RIT ( ~Y )� = 0;èím¾ je dùkaz zavr¹en. Q.E.D.Dùkaz vìty 4.7(a) pro n = 1. Buï M zprava spojitý L2-martingal vzhledemk (FWt ). Podle tvrzení 4.10 existuje rozkladM(t) = Z t0 K(s) dW (s) + Z(t); t � 0;kde K je (FWt )-progresivnì mìøitelný pro
es splòují
í (29) a Z je zprava spojitýL2-martingal vzhledem k (FWt ) takový, ¾eZ Z �0  dWje (FWt )-martingal, kdykoliv je  progresivnì mìøitelný pro
es nále¾ejí
í L2([0; t℄�
) pro v¹e
hna t � 0. Ch
eme ovìøit, ¾eP�Zt = 0 8t 2 [0;1[	 = 1: (41)Buï t > 0 zatím pevné, induk
í podle N doká¾eme:E�Zt NYk=0 fk(W (sk))� = 0; (42)98



kdykoliv 0 = s0 � s1 � : : : � sN � t a fk : R �! C jsou omezené borelovskéfunk
e, k = 1; : : : ; N . Pro N = 0 jestE�Ztf0(W (0))� = f0(0)EZt = 0;jeliko¾ Z je martingal a Z0 = 0. Pøedpokládejme tedy, ¾e (42) je ji¾ dokázáno pronìjaké N � 0, a zvolme fk a 0 = s0 � s1 � : : : � sN < sN+1 � t. Pro �xované� 2 R polo¾me '(s) = E�Zt NYk=0 fk(W (sk))ei�W (s)�; s 2 [sN ; t℄:Pov¹imnìme si, ¾e '(sN ) = 0 podle indukèního pøedpokladu a'(s) = E�E�Zt NYk=0 fk(W (sk))ei�W (s) ��� FWs �� = E�Zs NYk=0 fk(W (sk))ei�W (s)�:U¾itím Itôovy formule obdr¾íme rovnostei�W (s) = ei�W (sN ) � �22 Z ssN ei�W (r) dr + i� Z ssN ei�W (r) dW (r);protoE�Zsei�W (s) ���FWsN� = ei�W (sN )E�Zs ���FWsN�� �22 E�Zs Z ssN ei�W (r) dr ����FWsN�+ i�E�Zs Z ssN ei�W (r) dW (r) ����FWsN�:Pro
es Z byl zvolen tak, aby Zs R s0 1[sN ;t℄(r)ei�W (r) dW (r), s � 0, byl martingal,tedy E�Zs Z ssN ei�W (r) dW (r) ����FWsN� = ZsN Z sN0 1[sN ;t℄(r)ei�W (r) dW (r) = 0:To jest, platíE�Zsei�W (s) ���FWsN� = ZsN ei�W (sN ) � �22 E�Zs Z ssN ei�W (r) dr ����FWsN�: (43)99



Vynásobiv¹e (43) FWsN -mìøitelnou funk
í QNk=0 fk(W (sk)) a zintegrovav¹e vzniklourovnost podle míry P získáme vztah'(s) = ��22 Z ssN E�Zs NYk=0 fk(W (sk))ei�W (r)�dr= ��22 Z ssN '(r) dr; s 2 [sN ; t℄:Nebo» funk
e ' je spojitá, jak lze snadno nahlédnout, implikuje Gronwallovo lemma,¾e ' = 0 na [sN ; t℄. Jeliko¾ � bylo libovolné, vidíme, ¾e8s 2 [sN ; t℄ 8� 2 R EhZt NYk=0 fk(W (sk))ei�W (s)i = 0: (44)Oznaème d = ZtQNk=0 fk(W (sk)) a de�nujme koneèné borelovské míry �+, �� naR pøedpisem�+(A) = E�d+1A(W (sN+1))�; ��(A) = E�d�1A(W (sN+1))�;pro v¹e
hny A � R borelovské (d+, d� znaèí kladnou a zápornou èást funk
e d). Ztéto de�ni
e standardním postupem plyneZ 1�1 g(r) d��(r) = E�d�g(W (sN+1))�pro v¹e
hny omezené borelovské funk
e g : R �! C . Spe
iálnì z (44) pøi volbìs = sN+1 dostáváme, ¾eZ 1�1 ei�r d�+(r) = Z 1�1 ei�r d��(r); � 2 R:Odtud �+ = ��, nebo» Fourierovy transforma
e mìr �+, �� splývají. Dále,E�Zt N+1Yk=0 fk(W (sk))� = E�dfN+1(W (sN+1))�= E�d+fN+1(W (sN+1))�� E�d�fN+1(W (sN+1))�= Z 1�1 fN+1(r) d�+(r)� Z 1�1 fN+1(r) d��(r)= 0 100



a platnost (42) pro N + 1 je ovìøena.Nakone
 si pov¹imnìme, ¾eA = �A 2 �(W (r); r � t); E�Zt1A� = 0	je �-aditivní systém, který podle (42) obsahuje systém (uzavøený na prùniky) v¹e
hmno¾in tvaru fW (s1) 2 C1; : : : ;W (sN) 2 CNg, Ci � R borelovské, tak¾e u¾ívají
eDynkinovo lemma odvodíme, ¾e A = �(W (r); r � t). �-algebra A se tudí¾ odFWtli¹í jen o nulové mno¾iny, proto E�Zt1A� = 0 platí pro ka¾dou A 2 FWt . Funk
e Ztje ov¹em FWt -mìøitelná, tak¾e Zt = 0 skoro jistì. Ze spojitosti trajektorií Z zpravaplyne ihned (41).Jednoznaènost representa
e (30) je zøejmá. Q.E.D.Dùkaz vìty 4.7(b). Buï M zprava spojitý (FWt )-martingal. Je-li M L2-martingal, plyne spojitost jeho trajektorií z tvrzení (a) vìty 4.7. V opaèném pøípadìzvolme T > 0 libovolnì pevnì a naleznìme náhodné velièinyM (k) 2 L2(
;FWT ;P)tak, aby E��MT �M (k)�� < 12k ; k � 1:Ne
h» je L(k) zprava spojitá modi�ka
e martingalu �E(M (k) �� FWt ); 0 � t � T �.Jeliko¾ L(k) je L2-martingal, má spojité trajektorie. U¾itím Doobovy maximálnínerovnosti na (zprava spojitý) martingal M � L(k) dostanemePn sup0�t�T jMt � L(k)t j � 1ko � kE��MT � L(k)T �� = kE��MT �M (k)�� < k2k :Z Borel-Cantelliho lemmatu plyneP�lim supk!1 n sup0�t�T ��Mt � L(k)t �� � 1ko� = 0;
o¾ znamená, ¾e P-skoro jistìlimk!1L(k)t =Mt stejnomìrnì v t 2 [0; T ℄:Má tedy M skoro jistì trajektorie spojité na [0; T ℄, av¹ak T > 0 bylo libovolné,tak¾e pro martingaly je dokazované tvrzení ji¾ ovìøeno.Buï nakone
 M zprava spojitý lokální (FWt )-martingal. Existuje lokalisují
íposloupnost (�k) markovský
h èasù tak, ¾e Mk = M(� ^ �k) jsou zprava spojité(FWt )-martingaly. Jak jsme ji¾ ukázali, mají martingaly Mk P-skoro jistì spojitétrajektorie. Lze proto nalézti mno¾inu N 2 F tak, ¾e P(N) = 0 a pro v¹e
hna! 2 
 n N je �k(!) % 1 a M�(!) je spojitá funk
e na [0; �k(!)[, k 2 N . Tím jedùkaz tvrzení (b) vìty 4.7 dokonèen. Q.E.D.101





5. Sto
hasti
ké diferen
iální rovni
e: Existen
e øe¹ení IIVe druhé kapitole jsme dokázali, ¾e sto
hasti
ká diferen
iální rovni
e má { pøizadané poèáteèní podmín
e { právì jediné øe¹ení, pokud její koe�
ienty splòují jistépøedpoklady (I) a (II), je¾ se pro autonomní rovni
i (to jest, v pøípadì koe�
ientùnezávisí
í
h na èase) redukují na po¾adavekb : Rm �! Rm ; � : Rm �! M m�n lips
hitzovské.To je dùle¾itý výsledek z hlediska theoreti
kého, av¹ak pro mnohé aplika
e je lip-s
hitzovskost pøíli¹ restriktivní pøedpoklad. Tøída pøípustný
h koe�
ientù by se pod-statnì roz¹íøila, pokud by
hom byli s to pra
ovati s funk
emi lips
hitzovskými pouzelokálnì pøedpokládají
e8K � Rm kouli b : K �! Rm ; � : K �! M m�n lips
hitzovské.Kupøíkladu, ka¾dá funk
e b 2 C 1(Rm ;Rm) je lokálnì lips
hitzovská. Vskutku, prox; y 2 K máme podle vìty o støední hodnotìkb(y)� b(x)k = 



Z 10 Db�x+ t(y � x)�(y � x) dt



� sup0�t�1 kDb(x+ t(y � x))k ky � xk� supz2K kDb(z)k ky � xk;staèí tedy uvá¾iti, ¾e Fré
hetova deriva
eDb funk
e B je spojitá, a tedy omezená, nakompaktu K. (Pokud by
hom 
htìli tým¾ postupem dokázat globální lips
hitzov-skost b, potøebujeme silný dodateèný pøedpoklad omezenosti Db na 
elém Rm .) Vtéto kapitole uká¾eme, ¾e pøedpoklad lokální lips
hitzovskosti v prostorový
h pro-mìnný
h skuteènì mù¾e pøirozeným zpùsobem nahradit podmínky (I) a (II) z vìty2.1.Øe¹ení rovni
 vy¹etøovaný
h v kapitole 2 bylo mo¾no hledat na pøedem zvolenémintervalu [t0; T ℄. Pøipustíme-li koe�
ienty s rùstem ry
hlej¹ím ne¾ lineárním, mù¾ese situa
e odli¹ovat: ka¾dé øe¹ení má svùj pøirozený maximální de�nièní obor, vnìnìj¾ ho nelze spojitì roz¹íøit.Pøíklad 5.1. Rovni
e dXt = X2t dt; X0 = 1;to jest X(t) = 1 + Z t0 X2(s) ds;103



má øe¹ení X(t) = 11� t ; 0 � t < 1:Zjevnì limt!1�X(t) = +1, øe¹ení je proto { jako R-hodnotová funk
e { rozumnìde�nováno pouze na intervalu [0; 1[. Maximální de�nièní obor øe¹ení závisí na po-èáteèní podmín
e: tá¾ rovni
e, ale s poèáteèní podmínkou X(0) = �1, má øe¹eníX(t) = �(1 + t)�1 de�nované na 
elém [0;1[.Pøedpokládejme, ¾e pra
ujeme na libovolné pevnì zvolené sto
hasti
ké basi (
;F ; (Ft);P) splòují
í (UC), na ní¾ je de�nován n-dimensionální (Ft)-Wienerùv pro-
es W . Oznaème M �-algebru (Ft)-progresivnì mìøitelný
h mno¾in. Zobe
nìmede�ni
i øe¹ení sto
hasti
ké diferen
iální rovni
edX = b(t;X) dt+ �(t;X) dW (1)s borelovskými koe�
ienty b : R+ � Rm �! Rm , � : R+ � Rm �! M m�n a spoèáteèní podmínkou X(t0) = ' (2)tak, aby zahrnovala i øe¹ení s koneènou dobu ¾ivota. Nejprve zavedeme u¾iteènéoznaèení: Pro markovské èasy �, � de�nujeme sto
hasti
ké intervaly [[�; � [[ a [[�; � ℄℄pøedpisem [[�; � [[ = �(t; !) 2 R+ �
; �(!) � t < �(!)	;[[�; � ℄℄ = �(t; !) 2 R+ �
; �(!) � t � �(!)	:(Analogi
ky by
hom postupovali pro ostatní kombina
e závorek.) Upozornìme, ¾esto
hasti
ké intervaly jsou podmo¾iny R+ �
, aè � a � mohou nabývat i hodnoty1, a pov¹imnìme si, ¾e platí1[[�;� [[(t; !) = 1[�(!);�(!)[(t); (t; !) 2 R+ �
:Není obtí¾né ovìøit, ¾e intervaly [[�; � [[ a [[�; � ℄℄ jsou progresivnì mìøitelné mno¾iny.(Napøíklad pro [[�; � [[ to plyne ihned z toho, ¾e jeho indikátor je zprava spojitýadaptovaný pro
es.)De�ni
e 5.1. Dvoji
i (X; ") nazveme lokální øe¹ení úlohy (1), (2), jestli¾e(i) " : 
 �! ℄t0;1℄ je markovský èas,(ii) X : [[t0; "[[ �! Rm je progresivnì mìøitelný náhodný pro
es,(iii) platí lim supt%"(!) kX(t; !)k = +1 na mno¾inì f!; "(!) <1g;104



(iv) existují markovské èasy �N , N 2 N , splòují
í t0 � �N < ", �N % " pøiN !1, tak, ¾e pro ka¾dé N 2 N øe¹í X úlohu (1), (2) na [[t0; �N ℄℄, to jest,Z �Nt0 n

b(s;X(s))

+ 

�(s;X(s))

2o ds <1 (3)P-skoro jistì aX(t ^ �N ) = '+ Z t^�Nt0 b(s;X(s)) ds+ Z t^�Nt0 �(s;X(s)) dW (s)platí P-skoro jistì pro v¹e
hna t � t0.Markovský èas " nazveme èas explose (nebo doba ¾ivota) øe¹ení X.Terminologi
ké varování: Objekt zavedený v pøed
hozí de�ni
i se zpravidlanazývá prostì øe¹ení X úlohy (1), (2) (s dobou ¾ivota " zmiòovanou jen v pøípadì,kdy je explose v koneèném èase podstatná) a nikoliv lokální øe¹ení (X; "). V tétokapitole se v¹ak pro jasnost pøidr¾íme názvosloví zdùrazòují
ího, ¾e u¾íváme právìde�ni
i 5.1.Poznámka 5.1. a) Po¾adavekM -mìøitelnosti pro
esu X v bodu (ii) má smysl,jeliko¾ sto
hasti
ký interval [[t0; "[[ 2M .b) V bodu (iv) vystupuje sto
hasti
ký integrál pro
esu, de�novaného pouze nasto
hasti
kém intervalu. Uvìdomme si proto, ¾eZ t^�0 Y (s) dW (s) = Z t^�0 Y (s ^ �) dW (s) = Z t^�0 Y (s ^ �) dW (s)platí pro ka¾dý progresivnì mìøitelný M m�n -hodnotový pro
es Y splòují
í kY k 2L2lo
(R+) P-skoro jistì a pro libovolné markovské èasy � � �, jak se lze snadnopøesvìdèit. Lze tudí¾ konsistentnì de�novatZ t^�Nt0 �(s;X(s)) dW (s) = Z t^�Nt0 �(s;X(s^ �N )) dW (s);integrand vpravo má ji¾ smysl pro v¹e
hna s � t0 a platí té¾Z t^�N0 �(s;X(s)) dW (s) = Z t^�N0 �(s;X(s^ �)) dW (s);kdykoliv je � markovský èas, �N � � < ".
) Øe¹ení rovni
e (1), (2) podle de�ni
e 2.1 je právì lokální øe¹ení s " = +1.(Je-li " = +1, nazývá se mnohdy X pro zdùraznìní globální øe¹ení.) Dále, nìkdy je105



úèelné uva¾ovat øe¹ení, jeji
h¾ doba ¾ivota je kladná s positivní pravdìpodobností,nikoliv v¹ak nutnì skoro jistì, to jest, 0 < Pf" > t0g � 1, av¹ak v této pøedná¹
etak obe
ný pojem øe¹ení nepotøebujeme a v¾dy po¾adujeme " > t0 na 
.d) Z de�ni
e lokálního øe¹ení ihned plyne, ¾e trajektorie X(�; !) je P-skoro jistìspojitá na intervalu [t0; "(!)[ a PfX(t0) = 'g = 1.e) Je u¾iteèné si uvìdomit, ¾e de�ni
e lokálního øe¹ení nezávisí na konkrétnívolbì aproximují
í posloupnosti markovský
h èasù f�Ng. To plyne z následují
íúvahy: Ne
h» je (X; ") lokální øe¹ení podle de�ni
e 5.1 a � markovský èas takový,¾e t0 � � < " aZ �t0 �kb(s;X(s))k ds+ k�(s;X(s))k2	 ds <1 P-skoro jistì. (4)Potom X øe¹í rovni
i (1), (2) na sto
hasti
kém intervalu [[t0; �℄℄:X(t ^ �) = '+ Z t^�t0 b(s;X(s)) ds+ Z t^�t0 �(s;X(s)) dW (s)platí P-skoro jistì pro v¹e
hna t � t0. Vskutku: �xujme t � t0, pro ka¾dé N 2 Npodle de�ni
e lokálního øe¹ení dostanemeX(t ^ � ^ �N ) = '+ Z t^�^�Nt0 b(s;X(s)) ds+ Z t^�^�Nt0 �(s;X(s)) dW (s)= '+ Z tt0 1[0;t^�^�N [(s)b(s;X(s^ �)) ds+ Z tt0 1[0;t^�^�N [(s)�(s;X(s^ �)) dW (s) (5)P-skoro jistì. Je¾to �N % " a � < ", jestlimN!1 t ^ � ^ �N = t ^ � P-skoro v¹ude na 
a ze spojitosti trajektorií plynelimN!1X(t ^ � ^ �N ) = X(t ^ �) P-skoro v¹ude na 
:Dále platí 1[0;t^�^�N [(s)b(s;X(s^ �)) ����!N!1 1[0;t^�[(s)b(s;X(s^ �))1[0;t^�^�N [(s)�(s;X(s^ �)) ����!N!1 1[0;t^�[(s)�(s;X(s^ �))106



pro ka¾dé s 2 [t0; t℄ P-skoro jistì. Pøitom vzhledem k (4)

1[0;t^�^�N [(�)b(�; X(� ^ �))

 � 

1[0;t^�[(�)b(�; X(� ^ �))

 2 L1([t0; t℄);

1[0;t^�^�N [(�)�(�; X(� ^ �))

 � 

1[0;t^�[(�)�(�; X(� ^ �))

 2 L2([t0; t℄)P-skoro jistì, tudí¾ podle vìty o majorisované konvergen
iZ tt0 1[0;t^�^�N [(s)b(s;X(s^ �)) ds ����!N!1 Z tt0 1[0;t^�[(s)b(s;X(s^ �)) ds;Z tt0

�1[0;t^�^�N [(s)� 1[0;t^�[(s)	�(s;X(s^ �))

2 ds ����!N!1 0P-skoro jistì. Odtud (viz pøíklad 1.2)Z t^�^�Nt0 �(s;X(s ^ �)) dW (s) P����!N!1 Z t^�t0 �(s;X(s^ �)) dW (s)a dokazované tvrzení plyne limitním pøe
hodem z (5).f) Jsou-li funk
e b, � omezené na omezený
h mno¾iná
h, je zpravidla výhodnépra
ovat v de�ni
i 5.1 s markovskými èasy�N = infft � t0; kX(t)k � Ng ^N;které zøejmì aproximují " a pøitom je (3) splnìno automati
ky.Nejprve vy¹etøíme jednoznaènost lokální
h øe¹ení. Následují
í výsledek mírnìzobe
òuje vìtu 2.2.Vìta 5.1. Buïte b : R+�Rm �! Rm , � : R+�Rm �! M m�n borelovské funk
evyhovují
í pøedpokladu(III) 8N 2 N 9KN <1 8t � 0 8x; y 2 Rm ; kxk _ kyk � Nkb(t; x)� b(t; y)k _ k�(t; x)� �(t; y)k � KNkx� yk:Ne
h» t0 2 R+ a (X; "X), (Y; "Y ) jsou dvì lokální øe¹ení rovni
e (1) splòují
íX(t0) = Y (t0) P-skoro v¹ude. Potom "X = "Y P-skoro v¹ude aX1[t0;"X [ = Y 1[t0;"Y [ P-skoro jistì. (6)Podotknìme, ¾e ve vìtì 5.1 nepøedpokládáme ¾ádnou integrovatelnost poèáteènípodmínky. Pro jasnost dále poznamenejme, ¾e zápisem (6) míníme:P�! 2 
; X(t; !) = Y (t; !) 8t 2 [t0; "X(!)[	 = 1:107



Z dùkazu bude zøejmé, jak vìtu modi�kovat, jsou-li koe�
ienty de�novány pouzena [0; T ℄�Rm pro nìjaké T > 0 èi pokud lze konstanty KN volit stejnomìrnì pouzepro t z kompaktní
h podintervalù R+ .Dùkaz. Pøedpokládejme bez újmy na obe
nosti, ¾e t0 = 0. Buïte f�NX g, f�NY gposloupnosti markovský
h èasù aproximují
í
h "X , respektive "Y , jeji
h¾ existen
eje zaruèena bodem (iv) de�ni
e 5.1. Pro N 2 N polo¾me�NX = infft � 0; kX(t)k � Ng;�NY = infft � 0; kY (t)k � Ng;�N = �NX ^ �NY ^ �NX ^ �NY :Snadno nahlédneme, ¾e pro ka¾dé !, pro nì¾ jsou trajektorieX(�; !), Y (�; !) spojité,platí �NX (!) �! "X(!); �NY (!) �! "Y (!) pøi N !1;tak¾e �N % "X ^ "Y pro N ! 1 P-skoro jistì. Podle de�ni
e lokálního øe¹enídostávámeX(t ^ �N )� Y (t ^ �N ) = Z t^�N0 �b(s;X(s))� b(s; Y (s))	ds+ Z t^�N0 ��(s;X(s))� �(s; Y (s))	dW (s):Je{li s � �N (!), pak kX(s; !)k_kY (s; !)k � N , proto u¾ívají
e pøedpoklad lokálnílips
hitzovskosti (III) stejnì jako v dùkazu vìty 2.2 odvodíme odhadE

X(t ^ �N )� Y (t ^ �N )

2� 2E�Z t^�N0 kb(s;X(s))� b(s; Y (s))k ds�2+ 2E



 Z t^�N0 ��(s;X(s))� �(s; Y (s))	dW (s)



2� 2K2N (t+ 1)E Z t^�N0 kX(s ^ �N )� Y (s ^ �N )k2 ds� 2K2N (t+ 1)E Z t0 kX(s ^ �N )� Y (s ^ �N )k2 ds:Podle Gronwallova lemmatuEkX(t ^ �N )� Y (t ^ �N )k2 = 0108



pro ka¾dé t � 0, spojitost trajektorií implikujeX1[0;�N [ = Y 1[0;�N [ P-skoro jistì.Limitním pøe
hodem N !1 odvodímeX1[0;"X^"Y [ = Y 1[0;"X^"Y [ P-skoro jistì. (7)Zbývá dokázat, ¾e "X = "Y . Podle (7) lze nalézti mno¾inu A 2 F , P(A) = 0,takovou, ¾e pøi ! =2 A jsou trajektorie X(�; !), Y (�; !) spojité a X(�; !) = Y (�; !) na[0; "X(!)^"Y (!)[. Ne
h» pro spor existuje e! =2 A tak, ¾e "X(e!) 6= "Y (e!), pro urèitostpøedpokládejme, ¾e "X(e!) < "Y (e!) (v opaèném pøípadì je dùkaz z
ela analogi
ký).Spe
iálnì tedy platí "X(e!) < 1, naleznìme R 2 N tak, aby "X(e!) < �RY (e!). Jestov¹em X(s; e!) = Y (s; e!) pro 0 � s � �R+1X (e!) < "X (e!) < �RY (e!), tedyR+ 1 � kX(�R+1X (e!); e!)k = kY (�R+1X (e!); e!)k < R;
o¾ je hledaný spor. Q.E.D.Pøíklad 5.2. Nejsou{li koe�
ienty lokálnì lips
hitzovské, nemusí být øe¹ení ur-èeno jednoznaènì. Zvolme � 2 ℄0; 1[ libovolnì pevnì a uva¾ujme rovni
idXt = jXtj� dt; X0 = 0;to jest Xt = Z t0 jXsj� ds: (8)Pøímým výpoètem se snadno uká¾e, ¾e pro ka¾dé s 2 [0;1℄ je funk
eXt = ( 0; 0 � t < s;�(1� �)(t� s)�1=(1��); t � s;øe¹ením rovni
e (8), je¾ má tedy nespoèetnì mnoho rùzný
h øe¹ení.Úloha (8) je èistì deterministi
ká, jednoznaènost v¹ak neplatí ani pro analogi
kourovni
i sto
hasti
kou. Buï W reálný Wienerùv pro
es, potom je X � 0 øe¹enímrovni
e Xt = Z t0 jXsj� dWs:Pro � � 12 je to jediné øe¹ení, zatím
o pøi � 2 ℄0; 12 [ existuje naví
 i øe¹ení nenulo-vé (I. V. Girsanov, 1962). Analysa Girsanovova pøíkladu vy¾aduje ov¹em nástroje109



ne z
ela elementární.43 Snáze lze ovìøit nejednoznaènost pro následují
í jednodi-mensionální problém:Xt = 3 Z t0 X1=3s ds+ 3 Z t0 (X1=3s )2 dWs; (9)kde W je opìt reálný Wienerùv pro
es a funk
e x 7! x1=3 je pøirozenì de�novánajako inverse k prosté funk
i x 7! x3. Zøejmì X � 0 je øe¹ení (9) a pøímou aplika
íItôovy formule se uká¾e, ¾e i X = W 3 øe¹í (9). Obe
nìji, pro libovolné � 2 [0;1℄polo¾me �� = infft � �; Wt = 0g, snadno nahlédneme, ¾e pro
esXt = � 0; 0 � t < ��;W 3t ; t � ��;øe¹í (9). Lze ukázat, ¾e �� 6= �� pro � 6= �, tak¾e (9) má nespoèetnì mnohorùzný
h øe¹ení.Nyní je na¹ím 
ílem dokázat vìtu o existen
i lokální
h øe¹ení.Vìta 5.2. Buïte b : R+�Rm �! Rm, � : R+�Rm �! M m�n borelovské funk
evyhovují
í pøedpokladùm(III) 8N 2 N 9KN <1 8t � 0 8x; y 2 Rm ; kxk _ kyk � Nkb(t; x)� b(t; y)k _ k�(t; x)� �(t; y)k � KNkx� yk;(IV) supt�0 �kb(t; 0)k+ k�(t; 0)k	 � eK <1:Pro ka¾dé t0 2 R+ a libovolnou Ft0-mìøitelnou funk
i ' : 
 �! Rm splòují
íEk'k2 < 1 existuje jediné lokální øe¹ení (X; ") úlohy (1), (2). Je-li naví
 splnìnpøedpoklad lineárního rùstu(I) 9K� <1 8t � 0 8x 2 Rmkb(t; x)k _ k�(t; x)k � K�(1 + kxk);pak " = +1 P-skoro jistì a pro ka¾dé T > t0 a p 2 [2;1[ existuje konstantaC� <1, závisí
í jen na K�, T a p, taková, ¾eE supt0�t�T kX(t)kp � C��1 + Ek'kp�: (10)43Jednoznaènost pro � � 1=2 plyne z Proposition 5.2.13 v I. Karatzas, S. E. Shreve: Brownianmotion and sto
hasti
 
al
ulus, Springer-Verlag, New York 1988; nejednoznaènost viz Remark5.5.6 tamté¾. 110



Poznámka 5.2. a) Zpùsobem ji¾ nám známým lze vìtu 5.2. roz¹íøit na nein-tegrovatelné poèáteèní podmínky, pøièem¾ konstruk
e øe¹ení zùstává z valné èástinezmìnìna.b) Pøi nepodstatné modi�ka
i dùkazu je mo¾no vìtu 5.2 dokázat i pro rovni
es koe�
ienty de�novanými pouze na [0; T ℄� Rm pro nìjaké T > 0. Z dùkazu budeté¾ zøejmé, ¾e místo konstant KN , eK lze uva¾ovat funk
e èasu t, pokud tyto funk
ezùstávají omezené na omezený
h mno¾iná
h.
) Podmínka (IV) je splnìna automati
ky, pokud koe�
ienty nezávisí na èase. Vneautonomním pøípadì ji v¹ak z
ela vypustit nelze: rovni
edX = 1t dt; X0 = 0;nemá øe¹ení s kladnou dobou ¾ivota, aè její pravá strana splòuje (III). Pøesná po-doba pøedpokladu (IV) není pøíli¹ dùle¾itá, podstatné je, aby funk
e b a � by-ly omezené na omezený
h podmno¾iná
h R+ � Rm , 
o¾ pøedpoklad (IV) spolu spøedpokladem lokální lips
hitzovskosti (III) implikují: pro x 2 Rm , kxk � N , lzeodhadnoutkb(t; x)k � kb(t; x)� b(t; 0)k+ kb(t; 0)k � KNkxk+ eK � KNN + eKa podobnì pro �.Poznámka 5.3. Podle de�ni
e lokálního øe¹ení platílim supt%" kX(t)k = +1 na mno¾inì f" <1g:Lze ukázat,44 ¾e pro øe¹ení zaruèená vìtou 5.2 dokon
e existuje limita:limt%" kX(t)k = +1 P-skoro v¹ude na mno¾inì f" <1g:Základem dùkazu vìty 5.2 je následují
í tvrzení o lokální jednoznaènosti, je¾zhruba øíká, ¾e trajektorie øe¹ení v libovolné otevøené mno¾inì jsou urèeny pouzehodnotami koe�
ientù na této mno¾inì.Tvrzení 5.3. Buïte bi : R+ � Rm �! Rm , �i : R+ � Rm �! M m�n borelovskéfunk
e, i = 1; 2, splòují
í pøedpoklady (I), (II) vìty 2.1, to jest9L <1 8t � 0 8x; y 2 Rm 8i 2 f1; 2gkbi(t; x)� bi(t; y)k _ k�i(t; x)� �i(t; y)k � Lkx� yk;kbi(t; x)k _ k�i(t; x)k � L�1 + kxk�: ) (11)44Viz napø. N. Ikeda, S. Watanabe: Sto
hasti
 di�erential equations and di�usion pro
esses,North{Holland, Amsterdam 1981, xIV.2. 111



Ne
h» t0 2 R+ a ' : 
 �! Rm je Ft0-mìøitelná funk
e, Ek'k2 <1. Buï D � Rmotevøená mno¾ina taková, ¾eb1��[t0;1[�D = b2��[t0;1[�D; �1��[t0;1[�D = �2��[t0;1[�D: (12)Pro i = 1; 2 oznaème Xi øe¹ení úlohydXi = bi(t;Xi) dt+ �i(t;Xi) dW; Xi(t0) = ';a polo¾me �i = infft � t0; Xi(t) =2 Dg:Potom Pf�1 = �2g = 1 asupt�t0 kX1(t ^ �1)�X2(t ^ �1)k = 0 P-skoro jistì.Opìt není tì¾ké ovìøit, ¾e tvrzení platí i bez pøedpokladu Ek'k2 <1.Dùkaz. Polo¾iv¹e pro pøehlednost t0 = 0 odhadujme rozdílX1(t ^ �1)�X2(t ^ �1) = Z t^�10 �b1(s;X1(s))� b2(s;X2(s))	ds+ Z t^�10 ��1(s;X1(s))� �2(s;X2(s))	dW (s)= Z t^�10 �b1(s;X1(s))� b2(s;X1(s))	ds+ Z t^�10 �b2(s;X1(s))� b2(s;X2(s))	ds+ Z t^�10 ��1(s;X1(s))� �2(s;X1(s))	dW (s)+ Z t^�10 ��2(s;X1(s))� �2(s;X2(s))	dW (s)� I1 + � � �+ I4:Je-li s < �1(!), potom X1(s; !) 2 D, tedyb1(s;X1(s; !)) = b2(s;X1(s; !)); �1(s;X1(s; !)) = �2(s;X1(s; !))podle (12), odtud I1 = 0 a I3 = 0 P-skoro v¹ude. Pøedpoklad (11) dáváEkI2k2 � E�Z t^�10 

b2(s;X1(s))� b2(s;X2(s))

ds�2� tL2E Z t^�10 

X1(s)�X2(s)

2 ds:112



Analogi
ky EkI4k2 � L2E Z t^�10 

X1(s)�X2(s)k2 ds:Dohromady dostanemeE

X1(t ^ �1)�X2(t ^ �1)

2 � 2L2(t+ 1)E Z t^�10 kX1(s)�X2(s)k2 ds= 2L2(t+ 1)E Z t^�10 kX1(s ^ �1)�X2(s ^ �1)k2 ds� 2L2(t+ 1) Z t0 EkX1(s ^ �1)�X2(s ^ �1)k2 ds;tak¾e podle Gronwallova lemmatu8t � 0 E

X1(t ^ �1)�X2(t ^ �1)

2 = 0;
o¾ vzhledem ke spojitosti trajektorií znamenáX11[0;�1[ = X21[0;�1[ P-skoro jistì;tudí¾ také �1 � �2. Opaèná nerovnost se doká¾e symetri
ky. Q.E.D.Dùkaz vìty 5.2. Jednoznaènost plyne z vìty 5.1, doka¾me existen
i kladou
eopìt t0 = 0. Pro N 2 N , N � 1, polo¾mebN (t; x) = 8>><>>: b(t; x); t � 0; kxk � N;b(t; x)�2� kxkN �; t � 0; N < kxk � 2N;0 jindea �N (t; x) = 8>><>>: �(t; x); t � 0; kxk � N;�(t; x)�2� kxkN �; t � 0; N < kxk � 2N;0 jinde:Pøímým výpoètem se snadno ovìøí, ¾e bN , �N jsou omezené funk
e vyhovují
í pøed-pokladu (II) z vìty 2.1, tedykbN (t; x)� bN (t; y)k _ k�N (t; x)� �N (t; y)k � bKNkx� ykpro nìjakou konstantu bKN (závislou na N) a v¹e
hna t � 0, x; y 2 Rm . Podle vìty2.1 tudí¾ existuje (právì jediné) øe¹ení XN úlohydXN = bN (t;XN) dt+ �N (t;XN) dW; XN (0) = ':113



De�nujme markovské èasy �N , N � 1, pøedpisem�N = infft � 0; kXN (t)k � Ng:Jeliko¾ zøejmì bN = bM , �N = �M na R+�fkxk � Ng, kdykolivM � N , implikujetvrzení 5.3, ¾e XN1[0;�N [ = XM1[0;�N [ P-skoro jistì (13)pro v¹e
hna M � N a posloupnost f�Ng1N=1 je neklesají
í. Polo¾me" = limN!1 �N ;pak je " markovský èas a vzhledem ke spojitosti trajektorií pro
esù XN je " > 0P-skoro jistì. Díky (13) lze korektnì de�novatX(t; !) = limN!1XN (t; !); 0 � t < "(!);pro skoro v¹e
hna ! 2 
. Filtra
e (Ft) splòuje (UC), mù¾eme tudí¾ pro
es Xdode�novat tak, aby byl progresivnì mìøitelný, mìl spojité trajektorie a " > 0 na
. Pov¹imnìme si, ¾e spe
iálnì X(t; !) = XN (t; !) pro 0 � t < �N (!) a P-skorov¹e
hna !. Je-li "(!) <1, je nutnì �N (!) <1 a podle de�ni
e �NkX(�N(!); !)k = kXN (�N (!); !)k � N;proto lim supt%"(!) kX(t; !)k = +1:Zvolme nyní t � 0, N 2 N libovolnì pevnì, vzhledem k de�ni
i bN , �N , �N snadnoovìøíme, ¾e X øe¹í úlohu (1), (2) na [[0; �N ℄℄, nebo»X(t ^ �N ) = XN (t ^ �N )= '+ Z t^�N0 bN (s;XN(s)) ds+ Z t^�N0 �N (s;XN(s)) dW (s)= '+ Z t^�N0 b(s;X(s)) ds+ Z t^�N0 �(s;X(s)) dW (s);odtud u¾ nahlí¾íme, ¾e (X; ") je lokální øe¹ení.Nakone
, pøedpokládejme, ¾e je splnìn i pøedpoklad (I). V¹imnìme si, ¾e potomté¾ supN2N kbN (t; x)k _ supN2N k�N (t; x)k � K��1 + kxk�114



pro v¹e
hna t � 0, x 2 Rm , to jest, bN a �N vyhovují pøedpokladu (I) s konstantounezávislou na N . Zvolíme-li T > 0 a p 2 [2;1[ libovolná pevná tak, aby ' 2Lp(
;Rm), pak podle vìty 2.1 platíE sup0�t�T kXN (t)kp � C��1 + Ek'kp�s konstantou C�, závislou jen na K�, T a p (nikoliv tedy na N), a protoPf" � Tg � Pf�N � Tg = P� sup0�t�T kXN (t)k � N	� 1NpE sup0�t�T kXN (t)kp � C�(1 + Ek'kp)Np :Limitním pøe
hodem N !1 odvodímePf" � Tg = 0; (14)platnost (14) pro libovolné T > 0 implikujePf" = +1g = 1:Spe
iálnì, �N !1 skoro v¹ude a vzhledem ke konstruk
i pro
esu X dostanemesup0�t�T kXN (t)k �����!N!1 sup0�t�T kX(t)k P-skoro jistì,tak¾e díky Fatouovu lemmatuE sup0�t�T kX(t)kp � lim infN!1 E sup0�t�T kXN (t)kp � C��1 + Ek'kp�;
o¾ dokazuje odhad (10). Q.E.D.Pøíklad 5.3. Buï W jednodimensionální (Ft)-Wienerùv pro
es a � : R �! Rlokálnì lips
hitzovská funk
e. Podle vìty 5.2 pro ka¾dou F0-mìøitelnou náhodnouvelièinu � existuje jediné lokální øe¹ení (X; ") sto
hasti
ké diferen
iální rovni
edX = �(X) dW; X(0) = � (15)s nulovým driftem. Lze ukázat, ¾e (nezávisle na rùstu �!) je toto øe¹ení v¾dy globální," = +1 P-skoro jistì. H.P. M
Kean pøedlo¾il následují
í dùkaz tohoto faktu:45øe¹ení X úlohy (15) je spojitý lokální martingal, tudí¾Xt = � + B�Z t0 �2(Xs) ds�45Viz jeho knihu Sto
hasti
 integrals, A
ademi
 Press, New York 1969, x 3.3.115



pro nìjaký Wienerùv pro
es B, jeho¾ trajektorie v¹ak nemohou jíti do nekoneènav koneèném èase. Intuitivnì jde o velmi pøesvìdèivý argument, ale samozøejmìnerigorosní, je¾to dùsledek 4.3 nelze a priori u¾íti na martingaly s koneènou dobou¾ivota. Jak pøedvedenou úvahu jednodu¹e pre
isovati, nevím.46Pøedpoklad lineárního rùstu má jen omezené u¾ití. Uka¾me si proto methodu(ji¾ pøedlo¾il R. Z. Chas'minskij, 1960) umo¾òují
í nalézti dosti obe
né postaèují
ípodmínky pro neexplosi. Nejprve zaveïme potøebné oznaèení: pro h 2 C1;2(R+ �Rm) de�nujme funk
i Lh : R+ � Rm �! R pøedpisem(Lh)(t; x) = 12 Tr��(t; x)�D2xh(t; x)�(t; x)�+
b(t; x); Dxh(t; x)�= 12 mXi;j=1 aij(t; x) �2h�xi�xj (t; x) + mXi=1 bi(t; x) �h�xi (t; x);t � 0, x 2 Rm , kde a(t; x) � �(t; x)�(t; x)�. (Pøipomeòme, ¾e Dxh(t; x), D2xh(t; x)znaèíme první a druhou Fré
hetovu deriva
i funk
e h(t; �) v bodì x.)Vìta 5.4. Ne
h» jsou b : R+ �Rm �! Rm a � : R+ �Rm �! M m�n borelovskéfunk
e vyhovují
í pøedpokladùm (III), (IV) vìty 5.2. Ne
h» t0 2 R+ a ' : 
 �! Rmje Ft0-mìøitelná funk
e, Ek'k2 < 1. Buï (X; ") lokální øe¹ení úlohy (1), (2).Pøedpokládejme, ¾e existuje funk
e V 2 C1;2(R+ � Rm) splòují
í:(i) V � 0 na [t0;1[� Rm ,(ii) qR � inft�t0kxk�RV (t; x) ����!R!1 +1,(iii) EV (t0; ') <1,(iv) existuje 
 � 0 tak, ¾e��V�t + LV �(t; x) � 
V (t; x)pro v¹e
hna t � t0 a x 2 Rm .Potom P�" = +1	 = 1 aEV (t;X(t)) � e
(t�t0)EV (t0; '); t � t0: (16)46V knize I. Karatzas, S. Shreve: op. 
it., Problem 5.5.3, je to pone
háno jako 
vièení s návo-dem, jemu¾ nerozumím. Ostatní dùkazy, které znám, pokud u¾ívají dùsledek 4.3, tak v kombina
is jinými netriviálními nástroji, 
f. tøeba knihu D.W. Stroo
k: Markov pro
esses from K. Itô'sperspe
tive, Prin
eton Univ. Press, Prin
eton 2003, Exer
ise 7.3.10.116



O funk
i V se èasto hovoøí jako o ljapunovské funk
i pro rovni
i (1) (podle A.M. Ljapunova, který v osmdesátý
h lete
h 19. století u¾il analogi
ké postupy pøivy¹etøování stability obyèejný
h diferen
iální
h rovni
).Pøedpoklad ' 2 L2(
;Rm) je nadbyteèný, je uveden pouze proto, aby
hommohlipou¾ít vìtu 5.2 pøesnì v té podobì, v ní¾ jsme ji dokázali.Pokusme se vysvìtlit, proè je vìta 5.4 velmi pøirozený výsledek. Uva¾ujme deterministi
kýpøípad � � 0. Jeliko¾ je funk
e b lokálnì lips
hitzovská, existuje jediné øe¹ení rovni
edx = b(t; x) dt; x(0) = x0 2 Rm; (17)de�nované na intervalu [0; � [, kde � je èas explose. Pøedpokládejme, ¾e jsme nalezli nezápornoufunk
i V 2 C1(R+ � Rm) takovou, ¾e (A) V (0; x0) � V (t; x(t)) pro 0 � t < � , (B) V (t; x) �!1pøi kxk ! 1 lokálnì stejnomìrnì v t � 0. Potom je nutnì � = 1. V opaèném pøípadì by toti¾platilo lim supt%� kx(t)k =1, proèe¾ lim supt%� V (t; x(t)) =1 podle (B), 
o¾ ale odporuje (A).Bohu¾el ovìøit (A) není snadné, jeliko¾ øe¹ení x obe
nì expli
itnì neznáme. Podmínka (A) je v¹akjistì splnìna, je-li funk
e t 7�! V (t; x(t)) nerostou
í, spe
iálnì, má-li nekladnou deriva
i. Platípøitom ddt V (t; x(t)) = �V�t (t; x(t)) + mXj=1 �V�xj (t; x(t)) dxj(t)dt= �V�t (t; x(t)) + mXj=1 �V�xj (t; x(t))bj(t; x(t))= �V�t (t; x(t)) + 
b(t; x(t));DxV (t; x(t))�;pov¹imnìme si, ¾e poslední výraz vpravo pøi � � 0 odpovídá LV (t; x(t)). Pøedpoklad (A) je tudí¾splnìn pro libovolné øe¹ení rovni
e (17), pokud�V�t (t; x) + 
b(t; x); DxV (t; x)� � 0 (18)pro v¹e
hna t � 0, x 2 Rm. Le
kdy je výhodné ovìøovati (18) následují
ím postupem: nalezneme�V tak, aby � �V�t (t; x) + 
b(t; x); Dx �V (t; x)� � 
 �V (t; x)pro nìjaké 
 � 0, potom ljapunovská funk
e V (t; x) = e�
t �V (t; x) splòuje (18).Dùkaz vìty 5.4 je zalo¾en na identi
ké my¹len
e, toliko místo vzor
e pro deriva
i slo¾ené funk
eu¾ijeme Itôovu formuli.Dùkaz. Ji¾ jsme zmínili, ¾e lze pøejít k pøípadu 
 = 0: Polo¾me U(t; x) =e�
tV (t; x), podle pøedpokladu (iv) dostaneme��U�t + LU�(t; x) � e�
t��
V (t; x) + 
V (t; x)� = 0; t � t0; x 2 Rm : (19)Ch
eme spoèísti U(t;X(t)) podle Itôovy formule; jeliko¾ zatím nemù¾eme vylouèit,¾e X exploduje v koneèném èase, vy¾aduje aplika
e Itôova lemmatu jistou ostra¾i-tost. Ne
h» je LNU funk
e de�novaná analogi
ky k LU , ale pomo
í koe�
ientù bN ,�N , zavedený
h v dùkazu vìty 5.2, to jest,(LNU)(t; x) = 12 Tr��N (t; x)�D2xU(t; x)�N (t; x)�+
bN (t; x); DxU(t; x)�;117



zjevnì LU a LNU splývají na mno¾inì BN � R+ � fkxk � Ng. Buïte XN , �Npro
esy a markovské èasy zkonstruované v tém¾e dùkazu; spe
iálnì tedy X(t; !) =XN (t; !) a kX(t; !)k � N pro t0 � t < �N (!), naví
 kX(�N)k � N na mno¾inìf�N < 1g. Zvolme t � t0 a N � 1 libovolnì pevnì. Pro
es XN má sto
hasti
kýdiferen
iál, podle Itôovy formuleU(t ^ �N ; X(t ^ �N ))� U(t0; ') = U(t ^ �N ; XN (t ^ �N ))� U(t0; ')= Z t^�Nt0 ��U�s +LNU�(s;XN(s)) ds+Z t^�Nt0 DxU(s;XN(s))��N (s;XN(s)) dW (s)= Z t^�Nt0 ��U�s +LU�(s;XN(s)) ds+Z t^�Nt0 DxU(s;XN(s))��(s;XN(s)) dW (s);poslední rovnost je ov¹em okam¾itým dùsledkem de�ni
e funk
e �N , markovskéhoèasu �N a rovnosti LU = LNU na BN . Integrand prvého integrálu vpravo je ne-kladný podle (19). Dále, pøedpoklady (III) a (IV) zaruèují omezenost funk
e � naomezený
h mno¾iná
h, to spolu se spojitostí DxU implikujeE Z tt0 1[0;�N [(s)

DxU(s;XN(s))��(s;XN(s))

2 ds� t supt0�s�tkzk�N

DxU(s; z)��(s; z)

2 <1:Vy¹etøovaný sto
hasti
ký integrál má tedy nulovou støední hodnotu aEU(t ^ �N ; X(t ^ �N ))� EU(t0; ') � 0:Uva¾me, ¾e V � 0 a e�
(t^�N ) � e�
t, odtudEV (t ^ �N ; X(t ^ �N )) � e
(t�t0)EV (t0; '): (20)Podle pøedpokladu (i) vìty jest zøejmìEV (t ^ �N ; X(t ^ �N )) = E1f�N�tgV (�N ; X(�N)) + E1f�N>tgV (t;X(t))� E1f�N�tgV (�N ; X(�N))� qNPf�N � tg;tak¾e Pf" � tg � Pf�N � tg � e
(t�t0)EV (t0; ')qN ; N 2 N :Limitním pøe
hodem N ! 1 s pøihlédnutím k pøedpokladu (ii) odvodíme Pf" �tg = 0. Proto¾e t � t0 bylo libovolné, jest Pf" = +1g = 1, tedy �N !1 skoro jistì118



a odhad (16) plyne z (20) limitním pøe
hodem N !1 u¾itím Fatouova lemmatu.Q.E.D.Pøíklad 5.4. a) Uva¾me rovni
i (1), (2) s koe�
ienty splòují
ími pøedpoklady(III) a (IV) z vìty 5.2. Pøedpokládejme existen
i konstanty K℄ <1 takov�e, ¾e47k�(t; x)k � K℄�1 + kxk�;
b(t; x); x� � K℄�1 + kxk2� (21)platí pro v¹e
hna t � 0, x 2 Rm . Ne
h» Ek'kp < 1 pro nìjaké p > 0. Potom pøi-rozená volba V (x) = (1+ kxk2)p=2 vede k ljapunovské funk
i splòují
í pøedpokladyvìty 5.4. Zøejmì staèí ovìøit pouze pøedpoklad (iv). Jeliko¾DV (x) = p(1+kxk2) p2�1x; D2V (x) = p(p�2)(1+kxk2) p2�2xx�+p(1+kxk2) p2�1I;dostaneme snadnoLV (t; x) = 12 Tr��(t; x)�D2V (x)�(t; x)�+ 
b(t; x); DV (x)�� 12k�(t; x)�kkD2V (x)kk�(t; x)k+ p(1 + kxk2) p2�1
b(t; x); x�� 12K2℄ (1 + kxk)2kD2V (x)k+ pK℄(1 + kxk2) p2� 
(1 + kxk2) p2 = 
V (x)pro nìjakou konstantu 
 = 
(K℄; p). Øe¹ení úlohy (1), (2) je tudí¾ globální a splòujeEkX(t)kp � e
(t�t0)E�1 + k'k2�p=2; t � t0:b) Funk
e b jistì vyhovuje po¾adavku (21), pokud splòuje pøedpoklad lineárníhorùstu (I), opak rozhodnì neplatí. Pro jednodimensionální úlohu (m = 1) nerovnost(21) pøe
hází v nerovnost b(t; x)x � K℄�1 + x2�; (22)je¾ je jistì splnìna, pokud b vyhovuje pøedpokladu jednostranného lineárního rùstu,to jest, existuje K\ <1 tak, ¾e pro v¹e
hna t � 0b(t; x) � K\(x+ 1) pro x � 0;b(t; x) � K\(x� 1) pro x < 0: ) (23)47V deterministi
kém pøípadì (� � 0) znamená nerovnost hx(t); _x(t)i = hx(t); b(t; x(t))i � 0, ¾e
osinus úhlu mezi prùvodièem x(t) a ry
hlostí _x(t) v èase t je nekladný, tedy x(t) a _x(t) svírají tupý(nebo pravý) úhel. Intuitivnì, pøedpoklad hx; b(t; x)i � 0 lze vyjádøit slovy: \drift táhne v ka¾démbodì x øe¹ení zpìt k poèátku". Ménì restriktivní podmínka (21) pak mù¾e být interpretována tak,¾e v ¾ádném bodì nesmí být úhel mezi radius-vektorem a ry
hlostí \pøíli¹ ostrý".119



(Za pøedpokladù (III), (IV) je b omezená na libovolnémém okolí nuly stejnomìrnì vt � 0; v tom pøípadì se snadno nahlédne, ¾e (23) a (22) jsou dokon
e ekvivalentní.)Ku pøíkladu, (22) je splnìno pro polynom li
hého stupnì s negativním vedou
ímkoe�
ientem, b(x) = 2k+1Xj=0 ajxj; a2k+1 < 0:(Vskutku, b(x)x = a2k+1x2k+2 + B(x), pøièem¾ B je polynom nejvý¹e 2k + 1-téhostupnì, proto b(x)x �! �1 pøi jxj ! 1, a to ji¾ (22) implikuje.) Spe
iálnì tøebaøe¹ení rovni
e dX = �X3 dt+ dW; X0 = �; (24)(kde W je reálný Wienerùv pro
es) je globální, aèkoliv její drift b(x) = �x3, x 2 R,zøejmì nesplòuje pøedpoklad lineárního rùstu. Poznamenejme ov¹em, ¾e existen
iglobální
h øe¹ení jednodu
hý
h rovni
, jako je (24), mù¾e být nejsnaz¹í ovìøit pøímo:je{li Ej�j2 <1, pak lze u¾íti vìtu 5.4 s volbou V (x) = 1 + x2, je¾toLV (x) = 1� 2x4 � 1 + x2 = V (x):
) Pokud je regularisují
í efekt driftu dostateènì silný, lze uva¾ovat i difusníkoe�
ienty rostou
í ry
hleji ne¾ lineárnì. Øe¹ení jednodimensionální rovni
edX = �X2k+1 dt+X l dW;kde k; l 2 N , jsou globální, pokud k + 1 � l, jak plyne volbou ljapunovské funk
eV (x) = (1 + x2)� s � 2 ℄0; 1[. Tedy napøíklad rovni
edX = �X5 dt+X3 dWmá v¹e
hna øe¹ení globální.d) Pro koe�
ienty b a � splòují
í (III), (IV) uva¾ujme následují
í omezení narùst: existuje K[ <1 tak, ¾e pro v¹e
hna t � 0 a x 2 Rm jestkb(t; x)k � K[�1 + kxk log+ kxk�;k�(t; x)k2 � K2[ �1 + kxk2 log+ kxk�: ) (25)(Jako obvykle, log+ q znaèí kladnou èást logarithmu q.) Ne
h» E log(1 + k'k2) <1. Potom funk
e V (x) = log(1 + kxk2) splòuje pøedpoklady vìty 5.4. Podmínka(25) není dùle¾itá sama o sobì, ale R. Z. Chas'minskij ukázal, ¾e nemù¾e platit¾ádné podstatnì lep¹í kriterium neexplose, je¾ by záviselo jen na rùstu koe�
ientù:pøipustíme-li drift b takový, ¾e hb(t; x); xi > kxk2 log1+"(1 + kxk2), anebo difusní120



koe�
ient � takový, ¾e k�(t; x)k2 > B(1+kxk2) log1+"(1+kxk2) pro nìjaká B; " > 0,pak u¾ je mo¾né, aby v¹e
hna øe¹ení (1) mìla jen koneènou dobu ¾ivota.48e) Uva¾me rovni
i formálnì zapsanou�x+ x = �(1� x2) _x+ � _w (26)kde � > 0, teèka opìt (ve shodì s tradi
í ve fysi
e) znaèí deriva
i podle èasu a _wje \bílý ¹um", formální deriva
e Brownova pohybu. (Rovni
e (26) je známa jakovan der Polùv os
ilátor s bílým ¹umem intensity �. Její deterministi
ká verse bylanavr¾ena ve 20. lete
h minulého století jako model pro os
ila
e v elektri
kém obvodus triodou a na¹la i èetné dal¹í aplika
e.) Rigorosnì jde o systémdX = Y dtdY = ��X + �(1�X2)Y �dt+ � dWs reálným Wienerovým pro
esem W . Polo¾meV (z) = �24� + 12kzk2; z 2 R2 :Potom LV (z) = �22 + �(1� x2)y2 � �22 + �y2 � 2�h�24� + y22 i� 2�V (z); z = (x; y)� 2 R2 ;tak¾e v¹e
hna øe¹ení rovni
e (26) jsou globální.Pøíklad 5.5. Vìta 5.4 je dùle¾itá sama o sobì, ale zapamatováníhodná je zvlá¹tì methoda jejíhodùkazu, ji¾ je mo¾no pou¾ít i v situa
í
h, kdy pøedpoklady vìty 5.4 nemusí býti pøesnì splnìny.V tomto pøíkladu to naznaèíme pro sto
hasti
ké nelineární os
ilátory, pro nì¾ lze neexplosi èastoukázat volbou energie (deterministi
kého) os
ilátoru jako ljapunovské funk
e. Zatím
o vìta 5.4nemusí být pøímo aplikovatelná, my¹lenku jejího dùkazu lze u¾íti takøka beze zmìn.Vy¹etøujme rovni
i �x+ h(x; _x) + g(x) = �(x; _x) _w;to jest rigorosnìdX(t) = Y (t) dt;dY (t) = ��h(X(t); Y (t))� g(X(t))�dt+ �(X(t); Y (t)) dW (t); ) (27)48Pøíslu¹né výsledky lze nalézti v knize R. Z. Has~minski$i: Usto$iqivost~ sistem diffe-ren
ial~nyh uravneni$i pri sluqa$inyh vozmuweni�h ih parametrov, Nauka, Moskva 1969,xIII.4. (Existuje angli
ký pøeklad: R. Z. Has'miski��: Sto
hasti
 stability of di�erential equations,Sijtho� & Noordho�, Alphen aan den Rijn 1980.)121



kde W je 1-dimensionální Wienerùv pro
es, h; � : R � R �! R lokálnì lips
hitzovské funk
e ag 2 C1(R) je funk
e taková, ¾e její primitivní funk
eG(s) = Z s0 g(r) dr; s 2 R;je zdola omezená na R; ¾ádné jiné rùstové pøedpoklady o g neèiníme. Bez újmy na obe
nostimù¾eme pøedpokládat, ¾e G � 0 na R. Uva¾ujme ljapunovskou funk
iU(v) = 12y2 +G(x); v = (x; y)� 2 R2:Rovni
e (27) má pøirozenou interpreta
i jako rovni
e sto
hasti
kého nelineárního os
ilátoru, funk
eU pøitom odpovídá energii jeho deterministi
ké verse (� � 0). Pro jednodu
host zadejme poèáteènípodmínky deterministi
ké. Podle vìty 5.2 jistì existuje lokální øe¹ení ((X;Y )�; ") úlohy (27).Mají
e na zøeteli, ¾e X(t) = X(0) + R t0 Y (s) ds, a tedy ¾e komponenta X nemù¾e explodovat vkoneèném èase, pokud Y existuje globálnì, snadno mù¾eme uzpùsobit dùkaz vìty 5.4 a odvoditnásledují
í tvrzení:Existují-li konstanty A1; A2;A3 2 [0;1[ a r 2 ℄0; 2[ tak, ¾eLU(v) � A1 + A2U(v) + A3jxjr (28)pro ka¾dé v = (x; y)� 2 R2, pak " = +1 P-skoro jistì.Podmínka (28) je spe
iálnì splnìna, pokud je � omezená funk
e na R2 ayh(x; y) � �B1 �B2�jxjr + y2� (29)pro nìjaké konstanty B1; B2 2 [0;1[ a v¹e
hna v = (x; y)� 2 R2. Vzhledem k tvaru rovni
e (27)a de�ni
i operátoru L jest toti¾LU(v) = 12�2(v)�2U�y2 (v) + y �U�x (v)� �h(v) + g(x)��U�y (v)= 12�2(v)� yh(x; y)� 12 sup �2 +B1 +B2jxjr + 2B2U(v):Podobnì se ovìøí, ¾e yh(x; y) � �C1 � C2U(v) + 12�2(v)pro nìjaké konstanty C1; C2 2 [0;1[ a v¹e
hna v = (x; y)� 2 R2 je postaèují
í podmínka proplatnost (28).Vra»me se k van der Polovì rovni
i�x+ x+ �x3 + �(x2 � 1) _x = � _w (30)s � > 0, � � 0 a � 6= 0. Potom G(x) = x2=2 + �x4=4 � 0, h(x; y) = �(x2 � 1)y, tudí¾yh(x; y) = �(x2 � 1)y2 � ��y2122



a (29) je splnìno; rovni
e (30) má tedy globální øe¹ení. Podobnì jsou øe¹ení rovni
e (nelineárníos
ilátor s tlumením) �x+ f(x) _x+ g(x) = �(x; _x) _wglobální, je-li � omezená funk
e a f nezáporná lokálnì lips
hitzovská funk
e, f � 0 na R. Jesttoti¾ yh(x; y) = f(x)y2 � 0 a (29) je opìt splnìno.Z
ela analogi
ky lze vy¹etøovat rovni
i v Rm�x+ h(x; _x) +DG(x) = �(x; _x) _w;s n-dimensionálním Wienerovým pro
esem, kde h : Rm � Rm �! Rm, � : Rm � Rm �! M m�njsou lokálnì lips
hitzovské funk
e, poten
iál G 2 C2(Rm) je zdola omezený a DG znaèí jehoFré
hetovu deriva
i.49Poznámka 5.4. Podle dosud uvedený
h pøíkladù by se mohlo zdát, ¾e o exis-ten
i globální
h øe¹ení rozhoduje drift (\deterministi
ká èást") a náhodné 
uktua
e(representované Wienerovým pro
esem) situa
i jenom \nesmí kazit". Tak tomu si
emnohdy je v pøíklade
h pøipou¹tìjí
í
h aplika
i methody ljapunovský
h funk
í, aleve skuteènosti je vztah mezi koe�
ienty rovni
e a neexplosí daleko komplikovanìj¹í,jak ukazuje následují
í výsledek:50 Buï W 2-dimensionální Wienerùv pro
es, lzedokázat, ¾ea) existuje b 2 C1(R2 ;R2) (spe
iálnì je tedy b lokálnì lips
hitzovská) tak, ¾epro ka¾dé z0 2 R2 øe¹ení rovni
edZ(t)dt = b(Z(t)); Z(0) = z0exploduje v koneèném èase, ale øe¹ení sto
hasti
ké rovni
edZ(t) = b(Z(t)) dt+ � dW (t); Z(0) = z0existuje globálnì pøi libovolném � > 0;b) existuje h 2 C1(R2 ;R2) tak, ¾e pro ka¾dé z0 2 R2 a libovolné � > 0 øe¹enírovni
e dZ(t) = h(Z(t)) dt+ � dW (t); Z(0) = z0exploduje v koneèném èase, ale øe¹ení rovni
edZ(t)dt = h(Z(t)); Z(0) = z0existuje globálnì; dokon
e limt!1 Z(t) = 0 stejnomìrnì v z0 2 R2 .49Výsledky uvedené v pøíkladu 5.5 jsou obsa¾eny v prá
i L. Markus, A. Weerasinghe, Adv. inAppl. Probab. 25 (1993), 649{666.50Je pøevzat ze èlánku M. S
heutzow, Sto
hasti
 Anal. Appl. 11 (1993), 97{113, ve kterém selze seznámit s podrobnostmi. 123



Poznámka 5.5. Výsledky z druhé a páté kapitoly lze snadno roz¹íøit na rovni
es náhodnými koe�
ienty b : 
 � R+ � Rm �! Rm , � : 
 � R+ � Rm �! M m�n ,pokud jsou b a � M 
B(Rm)-mìøitelné funk
e, splòují
í pøedpoklady (I), (II) et
.pro ka¾dé ! 2 
 s nenáhodnými konstantami.Obe
nìji, lze uva¾ovat napøíklad rovni
e tvarudXt = b(t;X) dAt + �(t;X) dMt;kde A je (spojitý) pro
es s trajektoriemi lokálnì koneèné varia
e, M je (spojitý)lokální martingal, b, � jsou náhodné funk
ionály pro
esu X (v jistém smyslu za-
hovávají
í progresivní mìøitelnost). Za pøedpokladù typu lips
hitzovskosti lze opìtukázat existen
i a jednoznaènost øe¹ení, ani¾ by dùkazy vy¾adovaly podstatnì novémy¹lenky.51Odboèka pro milovníky Girsanovovy vìty. Existují hluboké výsledky o existen
i a jed-noznaènosti øe¹ení rovni
, jeji
h¾ koe�
ienty nejsou ani lokálnì lips
hitzovské. Dùkazy tì
hto vìtv¹ak zpravidla vy¾adují postupy vymykají
í se znaènì rám
i této pøedná¹ky. Pro ilustra
i si od-vodíme jenom jeden partikulární výsledek ukazují
í, ¾e sto
hasti
ké diferen
iální rovni
e mohoumíti v jistém smyslu daleko regulárnìj¹í 
hování, ne¾ jeji
h deterministi
ké protìj¹ky. Budeme pøitom v¹ak potøebovat Girsanovovu vìtu, její¾ znalost jinak v této kapitole nepøedpokládáme.Ne
h» je b : R �! R lokálnì omezená borelovská funk
e. Buï B jednodimensionální (Ft)-Wienerùv pro
es de�novaný na nìjakém �ltrovaném pravdìpodobnostním prostoru (
;F; (Ft);Q).Zvolme x 2 R a T > 0 libovolnì pevnì, polo¾meXt = Bt + x; Gt = exp�Z t0 b(Xs) dBs � 12 Z t0 jb(Xs)j2 ds� ; 0 � t � T:Je známo, ¾e (Gt) je lokální martingal a supermartingal. Pøedpokládejme, ¾e (Gt) je dokon
emartingal, to jest Z
 GT dQ = 1: (31)Potom je podle Girsanovovy vìty pro
esWt = Bt � Z t0 b(Xs) ds = Xt � x� Z t0 b(Xs) ds; 0 � t � T; (32)(Ft)-Wienerùv pro
es na pravdìpodobnostním prostoru (
;F;P), kde dP = GT dQ. Pøepsav¹e(32) ve tvaru Xt = x+ Z t0 b(Xs) ds+Wt; 0 � t � T; (33)nahlédneme, ¾e jsme vlastnì ukázali: platí-li (31), pak existují sto
hasti
ká base (
;F; (Ft);P),(Ft)-Wienerùv pro
es W a (Ft)-progresivnì mìøitelný pro
es X vyhovují
í rovnosti (33). Tentofakt vyjadøujeme slovy, ¾e za pøedpokladu (31) má úlohadXt = b(Xt) dt+ dWt; X0 = x; (34)51Vá¾ná zájemkynì èi vá¾ný zájem
e mohou konsultovat napø. knihy M. Métivier: Semimar-tingales: a 
ourse on sto
hasti
 pro
esses, de Gruyter, Berlin 1982, kapitola 8, nebo P. Protter:Sto
hasti
 integration and di�erential equations, Springer-Verlag, Berlin 1990, kapitola V.124



slabé øe¹ení. (Naopak, pokud pro ka¾dou sto
hasti
kou basi (
;F; (Ft);P) a libovolný (Ft)-Wienerùv pro
es W existuje (Ft)-progresivnì mìøitelný pro
es X splòují
í (33), pak pravíme, ¾eúloha (34) má silné øe¹ení. V této terminologii tedy vìty 2.1, 5.2 a jeji
h varianty hovoøí o existen
isilný
h øe¹ení.) Aby se jednalo o u¾iteèný výsledek, je tøeba vyjasnit, kdy je splnìn pøedpoklad(31). Tak je tomu kupøíkladu, pokud52Z
 exp�12 Z T0 jb(Xs)j2 ds� dQ <1 (35)(tzv. Novikovova podmínka) nebo9Æ > 0 sup0�t�T Z
 exp �Æjb(Xt)j2�dQ <1: (36)Obì podmínky (35), (36) jsou oèividnì splnìny, je-li b omezená funk
e. Je-li b funk
í nejvý¹elineárního rùstu, jb(y)j � L�1 + jyj�; y 2 R;nahlédne se snadno, ¾e (36) je splnìna pro Æ < (4L2T )�1, jeliko¾ Xt má gaussovské rozdìlení sestøední hodnotou x a varian
í t.Shrnuto:Je-li b : R �! R borelovská funk
e nejvý¹e lineárního rùstu, potom pro libovolné x 2 Rexistuje slabé øe¹ení úlohy (34).To je ponìkud pøekvapivé, proto¾e odpovídají
í deterministi
ká rovni
edX = b(X) dtøe¹ení míti nemusí, není-li b spojitá. Vskutku, de�nujmeb0(y) = ( 1; y � 0;�1; y > 0: (37)Potom je b0 dokon
e omezená nerostou
í funk
e, ale rovni
edX = b0(X) dt; X(0) = 0 (38)nemá ani lokální øe¹ení. Pøedpokládejme pro spor, ¾e X : [0; � [ �! R je pro nìjaké � > 0 øe¹ením(38), tedy X(t) = Z t0 b0(X(s)) ds; 0 � t < �:Zøejmì X � 0 øe¹ením být nemù¾e, nebo» pak by platilo0 = X(t) = Z t0 b0(0) ds = t; 0 � t < �:Pokud existuje t1 2 ℄0; � [ tak, ¾e X(t1) > 0, pak polo¾ímer = inf�s � 0; X > 0 na ℄s; t1℄	52U¾ívaná fakta o Girsanovovì transforma
i lze nalézti v I. Karatzas, S. E. Shreve: op. 
it.,x3.5. Fakt, ¾e podmínky (35) a (36) jsou postaèují
í pro platnost (31), doká¾eme v kapitole 7.125



a dostaneme 0 < X(t1) = X(t1)�X(r) = Z t1r b0(X(v)) dv = �(t1 � r) < 0;proto¾e X(r) = 0 díky spojitosti funk
e X a pøedpokladu X(0) = 0. Analogi
ky vyvodíme spor zpøedpokladu X(t2) < 0 pro nìjaké t2 2 ℄0; � [.Vra»me se k rovni
i (34). Dùle¾itá vìta Yamada-Watanabeho53 ukazuje, ¾e úloha (34) má silnéøe¹ení, má-li slabé øe¹ení, které je urèeno jednoznaènì v následují
ím smyslu: Jsou-li (
;F; (Ft);P;W;X) a (
;F; (Ft);P;W; ~X) dvì slabá øe¹ení (34), de�novaná na tém¾e �ltrovaném pravdì-podobnostním prostoru a s tým¾ Wienerovým pro
esem, pak P-skoro jistì Xt = ~Xt pro ka¾dé0 � t � T . To zøejmì plyne z lokální lips
hitzovskosti b, ale jednoznaènost mù¾eme dokázat ipøedpokládají
e pouze, ¾e b je omezená nerostou
í funk
e. Uvìdomme si, ¾e funk
e b je nerostou
í,právì kdy¾ (r � s)(b(r)� b(s)) � 0 pro v¹e
hna r; s 2 R. Ponìvad¾X(t)� ~X(t) = Z t0 �b(X(s))� b( ~X(s))	ds;dává aplika
e Itôovy formule0 � �X(t)� ~X(t)�2 = 2 Z t0 (X(s)� ~X(s))�b(X(s))� b( ~X(s))	 ds � 0;odtud u¾ jednoznaènost plyne.Je-li tedy b0 funk
e de�novaná pøedpisem (37), má rovni
edX = b0(X) dt+ dW; X0 = 0;(právì jediné) silné øe¹ení.Na závìr podotknìme, ¾e uvedený existenèní výsledek pro rovni
i (34) zùstává evidentnì vplatnosti i v m-dimensionálním pøípadì, kdy x 2 Rm, W je m-dimensionální Wienerùv pro
esa b : Rm �! Rm je borelovská funk
e vyhovují
í pøedpokladu lineárního rùstu. Jednoznaènostplatí, pokud 
b(y)� b(z); y � z� = mXi=1�bi(y)� bi(z)�(yi � zi) � 0; y; z 2 Rm:

53Pøesné znìní je uvedeno v I. Karatzas, S. E. Shreve: op. 
it., Corollory 5.3.23.126



6. Øe¹ení jako markovský pro
esA. Motiva
e. Uva¾ujme homogenní markovský øetìze
54 (Xn) se spoèetným sta-vovým prostorem S, to jest S-hodnotový náhodný pro
es s markovskou vlastností:pro v¹e
hna n � 0, j; i; in�1; : : : ; i0 2 S platíP�Xn+1 = j ��Xn = i;Xn�1 = in�1; : : : ; X0 = i0� = P�Xn+1 = j ��Xn = i�; (1)to jest, stav pro
esu v èase n+1 je za podmínky znalosti stavu v èase n nezávislý nastave
h v minulosti (v èase
h n�1; : : : ; 0). Rozdìlení pro
esu (Xi) je úplnì popsánopravdìpodobnostmi pøe
hodupij = P�Xn+1 = j ��Xn = i� = P�X1 = j ��X0 = i�(druhá rovnost je vyjádøením homogenity øetìz
e), je¾to z markovské vlastnostiihned plyne P�Xn+m = j ��Xn = i� = Xj1;:::;jm�12S pij1pj1j2 � � � pjm�1j :Mati
e (pij)i;j2S je sto
hasti
ká: pij � 0, Pj2S pij = 1 pro v¹e
hna i; j 2 S.(Jinými slovy, pro v¹e
hna i je (pij)j2S pravdìpodobnostní míra na S.)Jak známo, markovské øetìz
e jsou velmi u¾iteèné pøi modelování mnoha reál-ný
h jevù, mimo jiné proto, ¾e markovská vlastnost umo¾òuje dokázat silné limitnívìty. Analogi
kou theorii lze vybudovat i pro pro
esy se spojitým èasem a obe
-ným stavovým prostorem. V této kapitole nejprve uvedeme nejzákladnìj¹í pojmytakovéto theorie a uká¾eme, ¾e je aplikovatelná na pro
esy vznikají
í jako øe¹enísto
hasti
ký
h diferen
iální
h rovni
.Obdobou markovské vlastnosti (1) pro (Ft)-adaptovaný pro
es X s hodnotamiv mìøitelném prostoru (E; E ) je rovnostP�Xt 2 A ��Fs� = P�Xt 2 A ��Xs�; 0 � s < t; A 2 E ; (2)kde, jak je obvyklé, podmiòováním náhodnou velièinou Xs míníme podmiòová-ní �-algebrou �(Xs). Na rozdíl od diskrétního pøípadu v¹ak markovská vlastnostve formì (2) obe
nì nezaruèuje, ¾e existuje rozumná obdoba pøe
hodové mati
e;existen
i pøe
hodové pravdìpodobnosti je tøeba zahrnout do de�ni
e markovskéhopro
esu. Intuitivnì, pøe
hodová pravdìpodobnost na mìøitelném prostoru (E; E )by mìla být funk
e P s interpreta
íP (t; x; A) = Pravdìpodobnost�Xt 2 A; pokud X0 = x	; x 2 E; A 2 E : (3)54Základní pouèení o markovský
h øetìz
í
h se spoèetnì mnoha stavy lze naèerpat ze skriptaZ. Prá¹ková, P. La
hout: Základy náhodný
h pro
esù, Karolinum, Praha 1998.127



Vyslovme následují
í tøi po¾adavky na funk
i P :1Æ P (t; x; �) je pravdìpodobnost na E pro t � 0 a x 2 E;2Æ P (t; �; A) je E -mìøitelná funk
e pro t � 0, A 2 E ;3Æ pro 0 � s � t, x 2 E a A 2 E platí Chapman-Kolmogorovova rovnostP (t; x; A) = ZE P (t� s; z; A)P (s; x; dz):Po¾adavek 1Æ je zøejmý vzhledem k interpreta
i (3), 2Æ pùsobí jako rozumnì slabýpøedpoklad o mìøitelné závislosti na poèáteèním stavu. Chapman-Kolmogorovovarovnost pak je odrazem markovské vlastnosti: 
hování v budou
nosti závisí jen nasouèasném stavu, nikoliv na vývoji v minulosti, nebo» stav v èase t je podle pravéstrany Chapman-Kolmogorovovy rovnosti jednoznaènì urèen stavem v okam¾ikus (popsaným pravdìpodobností P (s; x; �)) a nezávisí na vývoji systému v èase
hu 2 [0; s[.Ne
h» spe
iálnì E = Z, polo¾me pij(t) = P (t; i; fjg), i; j 2 Z. Potom 1Æ pøe
hází v pij(t) � 0,Pj pij(t) = 1, 2Æ je splnìno triviálnì a 3Æ nabývá tvaru Pj pij(t)pjk(s) = pik(t + s); tedy(pij(t)) má vlastnosti pøe
hodové mati
e (homogenního) markovského øetìz
e se spojitým èasem.Po¾adavky 1Æ{ 3Æ jsou pøirozeným roz¹íøením tì
hto vlastností na nediskrétní stavové prostory.Uva¾ujme sto
hasti
kou diferen
iální rovni
idX = b(X) dt+ �(X) dW: (4)Intuitivní pøedstavì (3) odpovídá de�ni
eP (t; x; A) = PfXy(t) 2 Ag; (5)kde Xy je øe¹ení úlohy (4) s poèáteèní podmínkou Xy(0) = y 2 Rm . Uká¾eme, ¾etakto de�novaná funk
e je pøe
hodová pravdìpodobnost s vlastnostmi 1Æ{ 3Æ, øe¹enírovni
e (4) mají markovskou vlastnost a jeji
h (podmínìná) koneènìdimensionálnírozdìlení jsou popsána pomo
í pøe
hodové pravdìpodobnosti P . Budeme pøitomuva¾ovat { vzhledem k zamý¹lené aplika
i na neautonomní sto
hasti
ké diferen
iálnírovni
e { i nehomogenní pøípad.55Zformulujme na ukázku jeden hluboký výsledek o limitní
h vlastnoste
h rovni
e (4), k jeho¾formula
i i dùkazu je nutná theorie markovský
h pro
esù. Pøedpokládejme, ¾e pøe
hodová prav-dìpodobnost P de�novaná vztahem (5) má následují
í vlastnosti:(A) irredu
ibilita: P (t; x;U) > 0 pro v¹e
hna t > 0, x 2 Rm a ka¾dou otevøenou mno¾inuU 6= ; v Rm,(B) silná fellerovskost: x 7�! P (t; x;C) je spojitá funk
e na Rm pro v¹e
hna t > 0 a ka¾douborelovskou mno¾inu C � Rm.55To jest takový, v nìm¾ pøe
hodová pravdìpodobnost závisí nejen na poèáteèním stavu, ale ina èase, v nìm¾ byl tento stav zadán. 128



Pro borelovskou míru � na Rm polo¾meP �t �(A) = ZRm P (t; x;A) d�(x):Je-li X øe¹ení (4) a � rozdìlení poèáteèní podmínky X(0), pak je P �t � rozdìlení náhodné velièinyX(t). Pravíme, ¾e míra �� je invariantní, jestli¾e P �t �� = �� pro v¹e
hna t � 0. Není slo¾ité ovìøit,¾e øe¹ení X s P Æ X(0)�1 = �� je striktnì sta
ionární pro
es. Lze dokázat (G. Maruyama & H.Tanaka, 1959; R. Z. Chas'minskij, 1960), ¾e za pøedpokladù (A), (B) rovni
e (4) pøipou¹tí pøit!1 jen následují
í dva typy limitního 
hování:(i) Existuje rekurentní kompakt K � Rm, to jestP� 9t <1 Xy(t) 2 K g = 1pro ka¾dé y 2 Rm. Potom je rovni
e (4) rekurentní:Z 10 1G(Xy(t)) dt =1 P-skoro jistìpro ka¾dou G 6= ; otevøenou v Rm a v¹e
hna y 2 Rm, existuje �-koneèná Radonova invariantnímíra �� a platí ��P (t; x;A)� P (t; y;A)�� ����!t!1 0pro ka¾dá x; y 2 Rm a libovolnou A � Rm borelovskou (øe¹ení \zapomínají" na poèáteèní podmín-ku a limitní 
hování na ní nezávisí). Invariantní míra je urèena jednoznaènì a¾ na multiplikativníkonstantu (jsou-li $, � dvì �-koneèné invariantní míry, pak $ = 
� pro nìjaké 
 > 0), staèí tedyrozli¹ovat dva pøípady: Je-li ��(Rm) = 1, paksupA2B(Rm)��P�X(t) 2 A	� ��(A)�� ����!t!1 0; 1T Z T0 f(X(t)) dt �����!T!1 ZRm f d��pro v¹e
hna øe¹ení X rovni
e (4) a libovolnou omezenou borelovskou funk
i f (limitní 
hování jetudí¾ jednoznaènì popsáno invariantní pravdìpodobností). Je-li naopak ��(Rm) =1, potomP (t; x;K) ����!t!1 0pro ka¾dý kompakt K a v¹e
hna x 2 Rm (to jest, pro libovolný poèáteèní stav x pøe
hodovápravdìpodobnost konverguje slabì k Dira
ovì míøe sedí
í v \nekoneènu").(ii) Rovni
e (4) je transientní: kXz(t)k �! 1 pøi t ! 1 pro v¹e
hna z. V takovém pøípadìneexistuje koneèná invariantní míra.Síla uvedeného tvrzení o di
hotomii mezi rekuren
í a transien
í vynikne, uvìdomíme-li si, ¾ejde výsledek èistì pravdìpodobnostní: ¾ádná analogi
ká klasi�ka
e limitního 
hování rovni
e (4)nemù¾e platit v deterministi
kém pøípadì � = 0.Vra»me se k pøedpokladùm (A), (B). O lineární rovni
idX = AX dt+ � dWvíme, ¾e regularita kovarianèní mati
e %(t; t) pro v¹e
hna t > 0 implikuje (A) (viz dùsledek 3.4).Je-li ov¹em %(t; t) regulární, pakP (t; x;C) =N (eAtx; %(t; t))(C)= 1p(2�)m det %(t; t) ZC exp��12
%(t; t)�1(y � eAtx); y � eAtx�� dy129



a platí té¾ (B). Regularita %(t; t) je pøitom dùsledkem positivní de�nitnosti mati
e ���. Pronelineární rovni
i (4) je situa
e obdobná: za pøedpokladu ��� > 0 (tj. positivní de�nitnosti mati
e�(x)�(x)� pro ka¾dé x 2 Rm) lze ukázat platnost (A) i (B).Na závìr si uvìdomme, ¾e uvedený výsledek o di
hotomii je (netriviálním) roz¹íøením vìty zná-mé pro markovské øetìz
e. Je-li toti¾ markovský øetìze
 (se stavovým prostorem Z) nerozlo¾itelný(tedy platí-li (A)), pak jsou v¹e
hny stavy buï transientní, anebo jsou v¹e
hny stavy rekurentnía limitní rozdìlení �j = limt!1 pij(t) je sta
ionárním rozdìlením (tj. invariantní mírou).56B. Konstruk
e markovského pro
esu. V této èásti uká¾eme, ¾e pøe
hodovým prav-dìpodobnostem korespondují (v jistém smyslu jednoznaènì urèené) náhodné pro-
esy s markovskou vlastností typu (2), jeji
h¾ jednodimensionální rozdìlení jsoupøe
hodovou pravdìpodobností popsána ve smyslu intuitivní pøedstavy (3).De�ni
e 6.1. Buï (E; E ) mìøitelný prostor. Funk
e P : R+ �E � R+ � E �![0; 1℄ se nazývá pøe
hodová pravdìpodobnost (na prostoru (E; E )), jestli¾e(a) pro v¹e
hna s; t 2 R+ , s � t, a ka¾dé x 2 E je P (s; x; t; �) pravdìpodobnostnímíra na E ,(b) pro v¹e
hna s; t 2 R+ , s � t, a ka¾dé A 2 E je P (s; �; t; A) E -mìøitelnáfunk
e,(
) pro v¹e
hna s; u; t 2 R+ , s � u � t, ka¾dé x 2 E a v¹e
hna A 2 E platíP (s; x; t; A) = ZE P (u; y; t; A)P (s; x; u; dy): (6)Jak jsme ji¾ uvedli, vztah (6) se nazývá Chapman-Kolmogorovova rovnost.Je-li E libovolná �-algebra, budeme v dal¹ím znaèit bE vektorový prostor v¹e
homezený
h reálný
h E -mìøitelný
h funk
í.Poznámka 6.1. Èasto budeme u¾ívat následují
í elementární fakt: je{li P pøe-
hodová pravdìpodobnost na mìøitelném prostoru (E; E ) a g 2 b(E 
 E ), pak jefunk
e x 7�! ZE g(x; y)P (s; x; t; dy)E -mìøitelná. Dùkaz je pøímoèarý: jak známo, díky struktuøe souèinové �-algebryE 
 E lze funk
i g aproximovat funk
emi tvaru h = PNi=1 �i1Ai�Bi , kde �i 2 R,Ai; Bi 2 E , zbývá uvá¾it, ¾eZE h(x; y)P (s; x; t; dy) = NXi=1 �i ZE 1Ai(x)1Bi(y)P (s; x; t; dy)= NXi=1 �i1Ai(x)P (s; x; t; Bi)56Výsledky platné pro markovské øetìz
e lze najíti napø. v x3.3 
itovaného skripta Z. Prá¹kovéa P. La
houta. 130



je zøejmì E -mìøitelná funk
e promìnné x vzhledem k pøedpokladu (b) z de�ni
e6.1.Prvním 
ílem je odvodit výraz pro koneènìdimensionální rozdìlení pro
esu, jeho¾podmínìná rozdìlení jednodimensionální jsou popsána pøe
hodovou pravdìpodob-nsotí.Vìta 6.1. Buï P pøe
hodová pravdìpodobnost na mìøitelném prostoru (E; E ) aY = (Yt)t�s E-hodnotový (Ft)-adaptovaný náhodný pro
es, de�novaný na �ltrova-ném pravdìpodobnostním prostoru (
;F ; (Ft)t�s;P). Pøedpokládejme, ¾eP�Y (t) 2 A ��Fr� = P (r; Y (r); t; A) (7)pro v¹e
hna s � r < t a A 2 E . PotomE�f1(Y (t1)) � � �fn(Y (tn)) ��Fr�= ZE � � �ZE f1(y1) � � �fn(yn)P (tn�1; yn�1; tn; dyn) � � �P (r; Y (r); t1; dy1); (8)kdykoliv s � r < t1 < � � � < tn a f1; : : : ; fn 2 bE .Polo¾me � = P Æ Y (s)�1, pak spe
iálnì platíP�Y (t1) 2 B1; : : : ; Y (tn) 2 Bn	= ZE ZB1 � � �ZBn P (tn�1; yn�1; tn; dyn) � � �P (s; y0; t1; dy1) d�(y0) (9)pro libovolná s < t1 < � � � < tn a B1; : : : ; Bn 2 E .Poznámka 6.2. Pøedpoklad (7) znamená, ¾e pro skoro v¹e
hna ! 2 
 jeP�Y (t) 2 A ��Fr�(!) = P (r; Y (r; !); t; A). Funk
e P (r; �; t; A) je E -mìøitelná, pro-èe¾ P (r; Y (r); t; A) = P (r; �; t; A)ÆY (r) je �(Yr)-mìøitelná funk
e. Ze (7) tak plyneP�Y (t) 2 A ��Fr� = P�Y (t) 2 A ��Y (r)�;pøedpoklad (7) je tedy zesílenou formou markovské vlastnosti (2). Podotknìme, ¾eintegrály ve formuli (8) je tøeba 
hápati jako iterované a poèítat je tak, jak naznaèujízávorky v následují
ím pøesnìj¹ím, ale tì¾kopádném zápise, to jest, od vnitøní
h kvnìj¹ím:E�f1(Y (t1)) � � �fn(Y (tn)) ��Fr�= ZE �� � ��ZE fn�1(yn�1)�ZE fn(yn)P (tn�1; yn�1; tn; dyn)�� P (tn�2; yn�2; tn�1; dyn�1)� � � ��P (r; Y (r); t1; dy1):131



Z poznámky 6.1 plyne, ¾e výraz vpravo je korektnì de�nován.Dùkaz. Formuli (8) doká¾eme induk
í. Pøedpoklad (7) praví, ¾eE�f1(Y (t1)) ��Fr) = ZE f1(z)P (r; Y (r); t; dz)platí pro f = 1A, A 2 E . Nebo» libovolnou funk
i z bE lze stejnomìrnì aproximovatlineární kombina
í indikátorù mno¾in z E , plyne odtud ihned platnost (8) pro n = 1.Proveïme indukèní krok: ne
h» je ji¾ (8) ovìøeno pro nìjaké n � 1, uká¾eme platnostpro n+ 1. Zvolme r < t1 < : : : < tn+1, fi 2 bE , i = 1; : : : ; n+ 1, libovolnì pevnì.Polo¾me ~fn+1(u) = ZE fn+1(v)P (tn; u; tn+1; dv); u 2 E;podle poznámky 6.1 je ~fn+1 2 bE . Opakovaným u¾itím indukèního pøedpokladuodvodímeE�f1(Y (t1)) � � �fn(Y (tn))fn+1(Y (tn+1)) ��Fr�= E�f1(Y (t1)) � � �fn(Y (tn))E�fn+1(Y (tn+1)) ��Ftn� ���Fr�= E�f1(Y (t1)) � � �fn(Y (tn)) ZE fn+1(zn+1)P (tn; Y (tn); tn+1; dzn+1) ����Fr�= E�f1(Y (t1)) � � �fn�1(Y (tn�1))�fn ~fn+1�(Y (tn)) ���Fr�= ZE � � �ZE f1(z1) � � � �fn ~fn+1�(zn)� P (tn�1; zn�1; tn; dzn) � � �P (r; Y (r); t1; dz1);= ZE � � �ZE f1(z1) � � �fn(zn) ZE fn+1(zn+1)P (tn; zn; tn+1; dzn+1)� P (tn�1; zn�1; tn; dzn) � � �P (r; Y (r); t1; dz1);èím¾ je platnost (8) pro n+ 1 dokázána. Jsou-li B1; : : : ; Bn 2 E , pak z (8) zøejmìplyneP�Y (t1) 2 B1; : : : ; Y (tn) 2 Bn	= EE�1B1(Y (t1)) � � �1Bn(Y (tn)) ��Fs�= E ZB1 � � � ZBn P (tn�1; yn�1; tn; dyn) � � �P (s; Y (s); t1; dy1)= ZE ZB1 � � � ZBn P (tn�1; yn�1; tn; dyn) � � �P (s; y0; t1; dy1) d�(y0);
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o¾ je právì rovnost (9). Q.E.D.Poznámka 6.3. V¹e
hny pøe
hodové pravdìpodobnosti, s nimi¾ budeme dálepra
ovat, budou vyhovovat dodateènému pøedpokladu(N) P (s; x; s; A) = 1A(x); s � 0; x 2 E; A 2 E ;to jest, P (s; x; s; �) je Dirakova míra Æx sedí
í v bodì x. Pøe
hodové pravdìpodob-nosti splòují
í (N) se nìkdy nazývají normální. Pro normální pøe
hodové pravdì-podobnosti je snadné nahlédnout, ¾e (8) platí i pro s � r = t1 < t2 < � � � < tn,analogi
ky (9) platí pro s = t1 < t2 < � � � < tn. Kupøíkladu, oznaème � = �Y (r) 2C1; Y (t2) 2 C2; : : : ; Y (tk) 2 Ck	, Ci 2 E . PotomP�� ��Fr� = 1C1(Y (r))E�1C2(X(t2)) � � �1Ck(X(tk)) ��Fr�= 1C1(Y (r)) ZC2 � � �ZCk P (tk�1; yk�1; tk; dyk) � � �P (r; Y (r); t2; dy2)= ZC1 � � �ZCk P (tk�1; yk�1; tk; dyk) � � �P (r; y1; t2; dy2)P (r; Y (r); r; dy1);v druhé rovnosti jsme u¾ili vìtu 6.1 a ve tøetí (N).Koneènìrozmìrná rozdìlení pro
esu s markovskou vlastností (7) jsou tedy dá-na vzor
em (9). Naopak, uká¾eme-li, ¾e systém mìr odpovídají
í pøedpisu (9) jekonsistentní, poskytne nám Daniell-Kolmogorovova vìta sto
hasti
ký pro
es s ko-neènìrozmìrnými rozdìleními (9), tento pro
es bude mít i markovskou vlastnost.Pøesnìji:Vìta 6.2. Buï E polský prostor a P pøe
hodová pravdìpodobnost na (E;B(E)).Potom pro ka¾dé s � 0 a libovolnou pravdìpodobnostní míru � na B(E) existujípravdìpodobnostní prostor (
;M ;P) a E-hodnotový náhodný pro
es (Xt)t�s na 
tak, ¾e P�X(s) 2 Bg = �(B); B 2 B(E);a P�X(t) 2 A ��Ms;r� = P (r;X(r); t; A); s � r < t; A 2 B(E); (10)kde Ms;r = ��X(u); u 2 [s; r℄�.Hlavní my¹lenky dùkazu. Dùkaz je standardní aplika
í Daniell-Kolmogorovo-vy vìty57, pøipomeòme proto { pøijímají
e pøedpoklady a oznaèení vìty 6.2 { nej-prve její s
hema. Za prostor 
 volíme mno¾inu v¹e
h mo¾ný
h trajektorií, to jest57Viz J. ©tìpán: Teorie pravdìpodobnosti, A
ademia, Praha 1987, xI.9.133



funk
í z [s;1[ do E, za X pro
es projek
í a zaM souèinovou �-algebru v 
, de�-novanou jako nejmen¹í �-algebra, vùèi ní¾ jsou v¹e
hny funk
e Xr, r � s, mìøitelné.Tedy, klademe-li Er = E pro r � s, jest
 = E[s;1[ = Yr2[s;1[Er;Xr : 
 �! E; ! 7�! !(r); r � s;M = Or2[s;1[B(Er) = ��Xr; r � s�:Oznaème F systém v¹e
h koneèný
h podmno¾in intervalu [s;1[. Ne
h» je pro ka¾-dou mno¾inu J 2 F zadána pravdìpodobnostní míra QJ na (koneèném) souèinu(EJ ;BJ), kde znaèíme EJ = Yr2J Er; BJ =Or2JB(Er):Pøedpokládejme, ¾e systém mìr �QJ ; J 2 F	 je projektivní. (To znamená: jsou-liH = fr1; : : : ; rj; v1; : : : ; vhg, J = fr1; : : : ; rjg libovolné mno¾iny z F, H � J , aje-li pH;J : EH �! EJ ; (xr1 ; : : : ; xrj ; xv1 ; : : : xvh) 7�! (xr1 ; : : : ; xrj )pøíslu¹ná kanoni
ká projek
e, pak míry pH;J (QH) (obraz míry QH pøi zobrazenípH;J ) a QJ splývají na BJ . Jeliko¾ semialgebra58 mìøitelný
h obdélníkù generujeBJ , staèí ovìøit, ¾epH;J (QH)(A1 � � � � �Aj) = QH(A1 � � � � � Aj �Ev1 � � � � �Evh)= QJ(A1 � � � � � Aj)pro libovolná Ai 2 B(Eri). Za tohoto pøedpokladu podle Daniell-Kolmogorovovyvìty existuje jediná projektivní limita P = lim �QJ , to jest pravdìpodobnostní mírana (
;M ) taková, ¾e platíPf! 2 
; !(r1) 2 A1; : : : ; !(rj) 2 Ajg = PfX(r1) 2 A1; : : : ; X(rj) 2 Ajg= QJ(A1 � � � � � Aj);kdykoliv je J = fr1; : : : ; rjg 2 F a A1; : : : ; Aj jsou borelovské mno¾iny v E. Ménìformálnì: projektivní limita je taková míra na 
, ¾e koneènì-rozmìrná rozdìlenípro
esu X jsou zadána právì mírami QJ .58Pøipomeòme, ¾e mno¾inový systém S se nazývá semialgebra, je-li uzavøen na koneèné prù-niky, obsahuje 
elý prostor a prázdnou mno¾inu a doplnìk libovolné mno¾iny z S lze napsat jakokoneèné disjunktní sjedno
ení prvkù z S. Cf. J. ©tìpán: op. 
it., de�ni
e I.1.8.134



Pøistupme k vlastnímu dùkazu vìty 6.2. Zvolme 
, M , X jako nahoøe, na¹ímúkolem je de�novat projektivní systémmìr fQJg tak, aby limitní míra P vyhovovalapo¾adavku (10). Z vìty 6.1 víme, ¾e jediná mo¾nost je polo¾itQJ(A1 � � � � � An)= ZE ZA1 � � �ZAn�1 ZAn P (tn�1; yn�1; tn; dyn)P (tn�2; yn�2; tn�1; dyn�1)� � � �P (s; y0; t1; dy1) d�(y0); (11a)kdykoliv J = ft1 < � � � < tng 2 F, t1 > s, Ai 2 B(E), i = 1; : : : ; n, respektiveQJ(A1 � � � � � An)= ZA1 ZA2 � � �ZAn�1 ZAn P (tn�1; yn�1; tn; dyn)P (tn�2; yn�2; tn�1; dyn�1)� � � �P (s; y1; t2; dy2) d�(y1) (11b)pokud t1 = s. Snadno se ovìøí, ¾e QJ je �-aditivní pravdìpodobnost na semialgebøemìøitelný
h obdélníkù, lze ji proto prodlou¾it59 na souèinovou �-algebru BJ . Jetøeba dokázat, ¾e míry �QJ ; J 2 F	 tvoøí projektivní systém. Bez pøíli¹né újmyna obe
nosti vy¹etøíme jen pøípad J = ft1 < � � � < tng, H = ft1 < � � � < tk < T <tk+1 < : : : < tng. Ne
h»pH;J : Yr2HEr �!Yr2J Er;(x1; : : : ; xk; ~x; xk+1; : : : ; xn) 7�! (x1; : : : ; xk; xk+1; : : : ; xn)je pøíslu¹ná kanoni
ká projek
e; máme dokázat, ¾e pH;J (QH) = QJ . Ne
h» prourèitost t1 = s, zvolme A1; : : : ; Ak; Ak+1; : : : ; An 2 B(E) libovolnì, potompH;J(QH)(A1 � � � � � An) = QH(A1 � � � � � Ak �E �Ak+1 � � � � � An)= ZA1 � � � ZAk ZE ZAk+1 f(yk+1)P (T; ~y; tk+1; dyk+1)P (tk; yk; T; d~y) � � �d�(y1); (12)kde f 2 bB(E) je funk
e daná jednoznaènì pøedpisem pro QH ,f(yk+1)= ZAk+2 � � � ZAn�1 ZAn P (tn�1; yn�1; tn; dyn)P (tn�2; yn�2; tn�1; dyn�1)� � � �P (tk+1; yk+1; tk+2; dyk+2):59Viz J. ©tìpán: op. 
it., I.8.12. 135



Chapman-Kolmogorovova rovnost implikujeP (tk; yk; tk+1; Ak+1 \B) = ZE P (T; ~y; tk+1; Ak+1 \B)P (tk; yk; T; d~y)pro ka¾dou mno¾inu B 2 B(E). Jinými slovy,ZAk+1 g(yk+1)P (tk; yk; tk+1; dyk+1)= ZE ZAk+1 g(yk+1)P (T; ~y; tk+1; dyk+1)P (tk; yk; T; d~y) (13)platí pro libovolnou funk
i g tvaru g = 1B , B 2 B(E), tudí¾ i pro lineární kombina-
e takový
h funk
í. Ka¾dá omezená borelovská funk
e na E je ov¹em stejnomìrnoulimitou lineární
h kombina
í indikátorù borelovský
h mno¾in, proto (13) platí prov¹e
hny funk
e g 2 bB(E). U¾ívají
e vztah (13) na funk
i f v rovnosti (12) odvo-dímepH;J(QH)(A1 � � � � � An)= ZA1 � � � ZAk ZAk+1 f(yk+1)P (tk; yk; tk+1; dyk+1)P (tk�1; yk�1; tk; dyk) � � �d�(y1)= QJ (A1 � � � � � An):Odtud nahlí¾íme, ¾e pH;J(QH) = QJ na BJ ; buï P = lim �QJ míra zaruèenáDaniell-Kolmogorovovou vìtou. Pøímo z její de�ni
ePfX(s) 2 Bg = Qfsg(B) = �(B); B 2 B(E):Zbývá nám dokázat vztah (10); to jest, zvoliv¹e libovolnì pevnì A 2 B(E) a s �r < t 
h
eme pro v¹e
hna D 2Ms;r ovìøit rovnostZD 1fX(t)2Ag dP = ZD P (r;X(r); t; A) dP: (14)Mno¾iny D 2Ms;r, pro nì¾ (14) platí, tvoøí �-aditivní systém, tak¾e podle Dynki-nova lemmatu o �-aditivní
h systéme
h60 staèí (14) ovìøit pro mno¾iny tvaruD = �X(r0) 2 B0; : : : ; X(rn+1) 2 Bn+1	;s = r0 < � � � < rn+1 = r; Bi 2 B(E); (15)60J. ©tìpán: op. 
it., tvrzení I.1.5. 136



proto¾e soubor mno¾in s representa
í (15) je uzavøený na prùniky a generujeMs;r.Ne
h» je tedy D mno¾ina tvaru (15), de�ni
e míry P implikujeZD 1fX(t)2Ag dP= P�D \ fX(t) 2 Ag�= P�X(r0) 2 B0; : : : ; X(rn+1) 2 Bn+1; X(t) 2 A	= ZB0 � � �ZBn+1 P (rn+1; yn+1; t; A)P (rn; yn; rn+1; dyn+1) � � � d�(y0):Uvìdomme si, ¾e rn+1 = r, ovìøíme-li tedy, ¾e rovnostZD g(Xr) dP = ZB0 � � �ZBn+1 g(yn+1)P (rn; yn; rn+1; dyn+1) � � � d�(y0) (16)platí pro ka¾dou g 2 bB(E), získáme dokazovaný vztah (14) volbou g = P (r; �; t; A).Doka¾me (16) pro funk
e tvaru g = 1C , C 2 B(E), je zøejmé, ¾e z toho u¾ obe
nýpøípad ihned plyne standardní stejnomìrnou aproxima
í omezený
h borelovský
hfunk
í lineárními kombina
emi indikátorù. Ne
h» tedy C 2 B(E), potom v¹akZD 1C(X(r)) dP = P�D \ fX(r) 2 Cg�= P�X(r0) 2 B0; : : : ; X(rn+1) 2 Bn+1 \ C	= ZB0 � � � ZBn ZBn+1\C P (rn; yn; rn+1; dyn+1)P (rn�1; yn�1; rn; dyn) � � � d�(y0)= ZB0 � � � ZBn ZBn+1 1C(yn+1)P (rn; yn; rn+1; dyn+1)� P (rn�1; yn�1; rn; dyn) � � � d�(y0);opìt pøímo podle de�ni
e P. Q.E.D.Rekapitulujme provedenou konstruk
i: prostor 
 mù¾eme zvolit nezávisle nas � 0, kladou
e 
 = E[0;1[. De�nujme pro
es X, Xt(!) = !(t), t � 0, na 
a �-algebry Ms;t = ��Xu; u 2 [s; t℄�, Ms;1 = ��Xu; u � s�. Pro
es (Xt; t �s) je zøejmì adaptovaný vzhledem k �ltra
i (Ms;t)t2[s;1[. Pro libovolné s � 0 alibovolnou pravdìpodobnostní míru � na B(E) jsme nalezli pravdìpodobnostnímíru Ps;� naMs;1 tak, ¾e Ps;� ÆX�1s = � a platí vztah (10). Upozornìme na dal¹ívlastnost zkonstruovaný
h mìr. Pøi spe
iální volbì � = Æx, x 2 E, budeme psátpro jednodu
host Ps;� = Ps;x. Pomo
í formulí (11) lze pøímo ovìøit, ¾e kdykoliv je137



A 2Ms;1 mìøitelný vále
 (to jest, A = �X(t1) 2 C1; : : : ; X(tn) 2 Cn	 pro nìjakás � t1 � � � � � tn a Ci 2 B(E)), pakhx 7�! Ps;x(A)i 2 bB(E) a Ps;�(A) = ZE Ps;x(A) d�(x) (17)pro libovolnou borelovskou pravdìpodobnost � na E. Semialgebra mìøitelný
h vál
ùgeneruje �-algebru Ms;1, tudí¾ (17) platí pro ka¾dou mno¾inu A 2 Ms;1. Mohlijsme se tedy omezit na \deterministi
ké poèáteèní podmínky", tj. za � volit pouzeDira
ovy míry.Shròme nyní vlastnosti zkonstruovaného objektu v následují
í de�ni
i.De�ni
e 6.2. (E. B. Dynkin, 1959) Buï (E; E ) mìøitelný prostor, v nìm¾ jsouv¹e
hny singletony mìøitelné (to jest, fxg 2 E pro ka¾dé x 2 E), buï P pøe
ho-dová pravdìpodobnost na (E; E ). Systém (
; (Fs;t)0�s�t<1; X; (Ps;x)s�0;x2E) senazývá markovský pro
es v E s pøe
hodovou pravdìpodobností P , jestli¾e(a) Pro ka¾dá s; t 2 R+ , t � s, je Fs;t �-algebra na mno¾inì 
 a Fs;t � Fq;r,kdykoliv 0 � q � s � t � r <1,(b) X = (Xt)t�0 je E-hodnotový náhodný pro
es na 
, pøièem¾ pro v¹e
hnat; s 2 R+ , t � s, je náhodná velièina Xt Fs;t-mìøitelná,(
) pro v¹e
hna s � 0 a x 2 E je Ps;x pravdìpodobnostní míra na Fs;1 =Wt�sFs;t taková, ¾e Ps;x�X(s) = x	 = 1 (18)a Ps;x�X(t) 2 A ��Fs;r� = P (r;X(r); t; A) Ps;x-skoro jistì (19)pro v¹e
hna A 2 E a s � r < t.O mno¾inì E hovoøíme jako o stavovém prostoru markovského pro
esu; o rovnost(19) jako o markovské vlastnosti pro
esu X. Integrál podle míry Ps;x budeme znaèitEs;x.Markovský pro
es tedy není náhodný pro
es ve smyslu bì¾nì u¾ívané de�ni
e,ale jest 
elým souborem náhodný
h pro
esù: pro ka¾dou volbu poèáteèní podmín-ky, tj. míry Ps;x, dostáváme jiný náhodný pro
es s markovskou vlastností. Ty-to pro
esy jsou ov¹em de�novány na stejném �ltrovaném mìøitelném prostoru(
;F0;1; (Fs;t)) a pomo
í tý
h¾ funk
í Xt a jsou svázány pøe
hodovou pravdì-podobností P . Není-li nebezpeèí konfuse, u¾ívá se jednodu¹¹í znaèení a hovoøí se omarkovském pro
esu (X;Ps;x) a pod.Vìta 6.2 v právì zavedené terminologii øíká, ¾e pøe
hodové pravdìpodobnosti napolském prostoru odpovídá markovský pro
es; jeho koneènìrozmìrná rozdìlení jsou{ podle vìty 6.1 { jednoznaènì urèena. 138



Poznámka 6.4. Uvedeme nyní nìkolik u¾iteèný
h dùsledkù markovské vlast-nosti (19). Jestli¾e s � r < t, pak podle (19) dostanemePs;x�X(t) 2 A ��X(r)� = Ps;x�Ps;x�X(t) 2 A ��Fs;r� ��X(r)�= Es;x�P (r;X(r); t; A) ��X(r)�= P (r;X(r); t; A);proto opìtovným u¾itím (19) nahlédneme, ¾ePs;x�X(t) 2 A ��Fs;r� = Ps;x�X(t) 2 A ��X(r)� (20)pro v¹e
hna 0 � s � r < t, x 2 E a A 2 E . Rovnosti (20) je pro markovsképro
esy obdobou vztahu (2), proto je také nazývána markovská vlastnost, aè jeobe
nì slab¹í ne¾ vztah (19).U¾iv¹e nejprve rovnost (19) ve spe
iálním pøípadì s = r a poté (18) dostanemePs;x�X(t) 2 A	 = Es;xPs;x�X(t) 2 A ��Fs;s� = Es;xP (s;X(s); t; A)= P (s; x; t; A);ve shodì s intuitivní interpreta
í pøe
hodové pravdìpodobnosti. Vidíme, ¾eEs;xf(X(t)) = ZE f(z)P (s; x; t; dz) (21)kdykoliv 0 � s < t, x 2 E a f je tvaru f = 1A, A 2 E . Odtud ihned plyne platnost(21) pro libovolnou f 2 bE .Podobnì, je-li s � r < t, pak z (19) standardní aproxima
í odvodíme, ¾eEs;x�f(X(t)) ��Fs;r� = ZE f(z)P (r;X(r); t; dz)platí Ps;x-skoro jistì pro ka¾dou funk
i f 2 bE . To jest, pro Ps;x-skoro v¹e
hna !platí Es;x�f(X(t)) ��Fs;r�(!) = ZE f(z)P (r;X(r; !); t; dz):Aplikujeme-li na pravou stranu této rovnosti (pøi pevném !!) vztah (21), dostanemeEs;x�f(X(t)) ��Fs;r�(!) = Er;X(r;!)f(X(t))= Z
 f(X(t; ~!)) dPr;X(r;!)(~!): (22)139



Markovská vlastnost pro
esu X se proto èasto pøepisuje (a u¾ívá) v následují
ímtvaru: pro v¹e
hna r; s; t 2 R+ , s � r < t, libovolné x 2 E a ka¾dou f 2 bE platíEs;x�f(X(t)) ��Fs;r� = Er;X(r)f(X(t)) Ps;x-skoro v¹ude. (23)Formuli (23) je ov¹em tøeba 
hápat ve smyslu naznaèeném vzor
em (22). Uvìdommesi, ¾e pravá strana (23) je skuteènì dobøe de�novaná �(Xr)-mìøitelná náhodnávelièina. Pro f 2 bE je funk
e� : x 7�! Er;xf(X(t))jistì E -mìøitelná: je-li f = 1A, A 2 E , plyne to z de�ni
e pøe
hodové pravdìpo-dobnosti, obe
ný pøípad odtud odvodíme zøejmým zpùsobem. Zbývá si uvìdomit,¾e Er;X(r)f(X(t)) = �(X(r)):Markovská vlastnost ve formì popsané rovnostmi (20) a (23) se vztahuje k pod-mínìným pravdìpodobnostem jevù tvaru fXt 2 Ag; vìta 6.1 nám umo¾òuje tøídupøípustný
h jevù podstatnì roz¹íøit.Dùsledek 6.3. Buï (
;F ; (Fs;t); X;Ps;x) markovský pro
es v mìøitelném pro-storu (E; E ). Polo¾meM>t = ��Xu; u > t �, t � 0. Potom pro libovolná r; s 2 R+ ,s � r, v¹e
hna y 2 E a ka¾dou mno¾inu B 2M>r platíPs;y�B ��Fs;r� = Ps;y�B ��X(r)� = Pr;X(r)(B) Ps;y-skoro jistì. (24)Jde skuteènì o roz¹íøení: je-li t > r, pak jistì fXt 2 Ag 2M>r. Úplnì standardnìlze vztah (24) zobe
nit na podmínìné støední hodnoty: pro v¹e
hna 0 � s � r, y 2 Ea libovolnou funk
i � 2 bM>r jestEs;y�� ��Fs;r� = Es;y�� ��X(r)� = Er;X(r)� Ps;y-skoro jistì:Dùkaz. Oznaème P pøe
hodovou pravdìpodobnost uva¾ovaného pro
esu. Zvol-me libovolnì pevnì y 2 E a r; s 2 R+ , r > s. Buï G systém v¹e
h mno¾in � 2M>rtvaru � = �!; X(t1) 2 C1; : : : ; X(tk) 2 Ck	pro nìjaká r < t1 < � � � < tk, C1; : : : ; Ck 2 E . Aplikují
e rovnost (8) na pro
es Xuva¾ovaný na sto
hasti
ké basi (
;F ; (Fs;t)t�s;Ps;y) dostanemePs;y�� ��Fs;r� = Es;y�1C1(X(t1)) � � �1Ck(X(tk)) ��Fs;r�= ZC1 � � �ZCk P (tk�1; yk�1; tk; dyk) � � �P (r;X(r); t1; dy1); (25)
140



funk
e na pravé stranì rovnosti (25) je oèividnì �(X(r))-mìøitelná, tak¾e levá stra-na nutnì splývá s podmínìnou pravdìpodobností vzhledem k �(X(r)). Podobnìpodle vìty 6.1 platíPr;z(� ) = ZC1 � � �ZCk P (tk�1; yk�1; tk; dyk) � � �P (r; z; t1; dy1) (26)pro ka¾dé z 2 E. Porovnáním formulí (25) a (26) nahlédneme, ¾ePs;y�� ��Fs;r� = Pr;X(r)(� ):(Vzore
 (26) také ukazuje, ¾e z 7�! Pr;z(� ) je E -mìøitelná funk
e, tedy Pr;X(r)(� )je dobøe de�novaná náhodná velièina.) Tím jsme ovìøili dokazovaný vztah (26)pro v¹e
hny mno¾iny B 2 G ; systém G je uzavøen na koneèné prùniky a generuje�-algebru M>r, dùkaz lze proto zavr¹it pøímoèarým u¾itím Dynkinova lemmatu.Q.E.D.Poznámka 6.5. V situa
i dùsledku 6.3 zvolme r > s, x 2 E, M 2 Fs;r aB 2M>r libovolnì. PotomPs;x�M \ B ��X(r)� = Es;x�1M\B ��X(r)� = Es;x�Es;x�1M1B ��Fs;r� ���X(r)�= Es;x�1MEs;x�1B ��Fs;r� ���X(r)�= Es;x�1MEs;x�1B ��X(r)� ���X(r)�= Es;x�1M ��X(r)�Es;x�1B ��X(r)�= Ps;x�M ��X(r)�Ps;x�B ��X(r)�:Dospìli jsme k dal¹í alternativní formula
i markovské vlastnosti: pro ka¾dou míruPs;x a pro v¹e
hna r > s jsou �-algebry Fs;r a M>r podmínìnì nezávislé vzhle-dem k �(X(r)). (Neformálnì: minulost a budou
nost markovského pro
esu jsoupodmínìnì nezávislé vzhledem k pøítomnosti.)Poznámka 6.6. Pokud pøe
hodová pravdìpodobnost P vyhovuje pøedpokladu(N), platí markovská vlastnost (19) a v¹e
hny její dùsledky i pro t = r, je¾toPs;x�X(t) 2 A ��Fs;t� = 1fX(t)2Ag = P (t;X(t); t; A):Spe
iálnì ku pøíkladu (24) platí pro ka¾dou mno¾inu B 2 M�r � ��Xu; u � t �.Vskutku, doka¾me na ukázku (25) pro mno¾iny tvaru � = �X(r) 2 C1; X(t2) 2C2; : : : ; X(tk) 2 Ck	, r < t2 < � � � < tk, Ci 2 E . Jest toti¾Ps;y�� ��Fs;r� = 1C1(X(r))Es;y�1C2(X(t2)) � � �1Ck(X(tk)) �� Fs;r�= 1C1(X(r)) ZC2 � � �ZCk P (tk�1; yk�1; tk; dyk) � � �P (r;X(r); t2; dy2)= ZC1 � � �ZCk P (tk�1; yk�1; tk; dyk) � � �P (r; y1; t2; dy2)P (r;X(r); r; dy1);
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v druhé rovnosti jsme u¾ili vìtu 6.1 a ve tøetí (N).C. Markovské pro
esy de�nované sto
hasti
kými diferen
iálními rovni
emi.Buï (
;F ; (Ft);P) sto
hasti
ká base s �ltra
í splòují
í (UC). Ne
h» je W n-di-mensionální (Ft)-Wienerùv pro
es; budeme vy¹etøovat sto
hasti
kou diferen
iálnírovni
i dX = b(t;X) dt+ �(t;X) dW (27)umluviv¹e se, ¾e v 
elé èásti C ¹esté kapitoly je splnìn následují
í pøedpoklad:Pøedpoklad 6.1. Koe�
ienty b : R+ � Rm �! Rm a � : R+ � Rm �! M m�nrovni
e (27) jsou borelovské funk
e lineárního rùstu lips
hitzovské v prostorovépromìnné, to jest(I) 9K� <1 8t � 0 8x 2 Rmkb(t; x)k _ k�(t; x)k � K�(1 + kxk);(II) 9K <1 8t � 0 8x; y 2 Rmkb(t; x)� b(t; y)k _ k�(t; x)� �(t; y)k � Kkx� yk:Je-li � : 
 �! Rm Fs-mìøitelná funk
e, oznaèíme X(� ; s; �) = Xs;� (jediné) øe¹enírovni
e (27) s poèáteèní podmínkou Xs;�(s) = �. Polo¾meP (s; x; t; A) = P�Xs;x(t) 2 A	; 0 � s � t; x 2 Rm ; A 2 B(Rm): (28)Funk
e P (s; x; t; �) je zøejmì pravdìpodobnostní míra na B(Rm); na¹ím 
ílem jeukázat, ¾e P je pøe
hodová pravdìpodobnost, a vyjasnit, v jakém smyslu øe¹enírovni
e (27) korespondují s markovským pro
esem (jak je zaveden v de�ni
i 6.2) spøe
hodovou pravdìpodobností P .Nejprve doká¾eme jednodu
hé lemma o spojité závislosti øe¹ení rovni
e (27) napoèáteèní podmín
e.Lemma 6.4. Pro ka¾dé T > 0 a libovolné p 2 [2;1[ existují konstanty Ci <1,i = 1; : : :; 4, závisí
í jen na T , p, K a K�, tak, ¾eE

Xs;�(t)

p � C1�1 + Ek�kp�; (29)E

Xs;�(t)�Xs;�(t)

p � C2Ek� � �kp; (30)E

Xs;�(�)�Xs;�(t)

p � C3�1 + Ek�kp�j� � tj p2 ; (31)E

X%;�(t)�Xs;�(t)

p � C4�1 + Ek�kp�j%� sj p2 ; (32)kdykoliv 0 � s � % � t � � � T a �; � 2 Lp(
;Rm) jsou Fs-mìøitelné funk
e.142



Dùkaz. Odhady (29), (30) ji¾ byly odvozeny (viz vìta 2.1 a poznámka 2.5).Doka¾me nyní nejprve (31): podle de�ni
e øe¹ení, vìty 1.1 a pøedpokladu lineárníhorùstuE

Xs;�(�)�Xs;�(t)

p = E



Z �t b(r;Xs;�(r)) dr + Z �t �(r;Xs;�(r)) dW (r)



p� 2p�1(� � t)p�1E Z �t 

b(r;Xs;�(r))

p dr+ 2p�1CpE�Z �t 

�(r;Xs;�(r))

2 dr�p2� 2p�1T p2 (� � t) p2�1E Z �t 

b(r;Xs;�(r))

p dr+ 2p�1Cp(� � t) p2�1E Z �t 

�(r;Xs;�(r))

p dr� 4p�1(T p2 + Cp)Kp� (� � t) p2�1 Z �t �1 + EkXs;�(r)kp�dr;integrand posledního integrálu odhadneme u¾itím (29). Podobnì berou
e naví
 doúvahy pøedpoklad (II) dostanemeE

Xs;�(t)�X%;�(t)

p= E



Z %s b(r;Xs;�(r)) dr + Z %s �(r;Xs;�(r)) dW (r)+ Z t% nb(r;Xs;�(r))� b(r;X%;�(r))odr+ Z t% n�(r;Xs;�(r))� �(r;X%;�(r))odW (r)



p� 8p�1(T p2 + Cp)Kp�(%� s) p2�1 Z %s �1 + EkXs;�(r)kp�dr+ 4p�1(T p�1 + CpT p2�1)Kp Z t% E

Xs;�(r)�X%;�(r)

p dr:Prvý integrál vpravo odhadneme opìt pomo
í (29), aplika
e Gronwallova lemmatupak dává (32). Q.E.D.Pokud nehrozí nebezpeèí omylu, budeme �-algebru borelovský
h mno¾in v Rmznaèit pouze B místo B(Rm), analogi
kou konven
i pøijmeme pro prostor bB �bB(Rm) v¹e
h omezený
h reálný
h borelovský
h funk
í na Rm . Pøipomeòme, ¾eCb(Rm) znaèí prostor v¹e
h omezený
h spojitý
h funk
í na Rm .143



Pro ' 2 bB a 0 � s � t de�nujme funk
i Ps;t' vztahemPs;t' : Rm �! R; y 7�! E'(Xs;y(t)): (33)Pøímo z de�ni
e plyne linearita zobrazení ' 7�! Ps;t': jsou-li ';  2 bB, 
; d 2 R,pak Ps;t(
'+ d )(y) = E�(
'+ d )(Xs;y(t))	 = 
E'(Xs;y(t)) + dE (Xs;y(t))= 
Ps;t'(y) + dPs;t (y); y 2 Rm :Té¾ je zøejmé, ¾e Ps;s' = '. Je-li � : Rm �! R libovolná funk
e, oznaèmek�k1 � supz2Rm j�(z)j:Platí kPs;t'k1 = supz2Rm��E'(Xs;z(t))�� � supz2Rm E��'(Xs;z(t))��� k'k1pro ka¾dou ' 2 bB. To spolu s linearitou implikuje, ¾e Ps;t'k �! Ps;t'0 stejno-mìrnì na Rm pøi k !1, kdykoliv 'k; '0 2 bB, 'k �! '0 stejnomìrnì na Rm pøik ! 1. Dále, Ps;t' � 0 na Rm pro libovolnou nezápornou ' 2 bB. Pov¹imnìmesi nakone
, ¾e zvolíme-li v (33) spe
iálnì ' = 1A, A 2 B, získámePs;t1A(x) = E1A�Xs;x(t)�= P�Xs;x(t) 2 A	= P (s; x; t; A)podle de�ni
e funk
e P (viz formule (28)). RovnostPs;t'(y) = ZRm '(z)P (s; y; t; dz); y 2 Rm ; (34)tedy platí pro ka¾dou ' 2 bB tvaru ' = 1A s borelovskou mno¾inou A. Je-li' 2 bB libovolná, pak existují funk
e 'k 2 bB takové, ¾e'k = NkXj=1 �kj1Akj ; �kj 2 R; Akj 2 B; a 'k ����!k!1 ' stejnomìrnì na Rm :144



Z právì odvozený
h vlastností zobrazení Ps;t plyne61Ps;t'(y) = limk!1Ps;t'k(y) = limk!1 NkXj=1 �kjPs;t1Akj (y)= limk!1 NkXj=1 �kjP (s; y; t; Akj) = limk!1 ZRm 'k(z)P (s; y; t; dz)= ZRm '(z)P (s; y; t; dz);tedy (34) platí pro ka¾dou funk
i ' 2 bB.Dùsledek 6.5. Pro ka¾dou funk
i ' 2 Cb(Rm) je zobrazení(s; t; x) 7�! Ps;t'(x)spojité na mno¾inì f(s; t) 2 R2+ ; s � tg � Rm .Toto tvrzení lze odvodit z lemmatu 6.4 pøímoèarou aplika
í vìty o majorisovanékonvergen
i.Dùsledek 6.6. Pro ka¾dou funk
i ' 2 bB(Rm) a libovolná s; t 2 R+ , s � t, jestPs;t' 2 bB(Rm).U¾iv¹e dùsledek 6.6 na funk
i ' = 1A, A 2 B, nahlédneme, ¾e P (s; �; t; A) jeborelovská funk
e. Dále, dùsledky 6.5 a 6.6 implikují, ¾e Ps;t zobrazuje vektorovéprostory Cb(Rm) a bB do sebe. Opatøíme-li tyto prostory pøirozenou (supremální)normou k � k1, je Ps;t v obou spojitý lineární operátor.Dùkaz. Zvolme t; s 2 R+ libovolná pevná, s � t. Buï � � Rm otevøená mno-¾ina, pak existují 'k 2 Cb(Rm), 0 � 'k � 1, 'k % 1� na Rm (ku pøíkladu, lzepolo¾it 'k(x) = min(kdist(x;Rm n � ); 1)). Odtudlimk!1'k(Xs;y(t)) = 1� (Xs;y(t)) na 
pro ka¾dé y 2 Rm . Podle vìty o monotonní konvergen
ilimk!1Ps;t'k(y) = limk!1E'k(Xs;y(t)) = E1� (Xs;y(t)) = Ps;t1� (y); y 2 Rm ;funk
e Ps;t1� je tedy borelovská jako bodová limita spojitý
h funk
í Ps;t'k. Polo¾-me M = fU 2 B; Ps;t1U je borelovská funk
eg;61Analogi
ké aproximaèní úvahy nebudeme v dal¹í
h dùkaze
h podrobnì provádìt.145



ukázali jsme, ¾eM obsahuje systém v¹e
h otevøený
h mno¾in (uzavøený na koneènéprùniky). Dále platí: jsou-li U; V 2M, V � U , pak vzhledem k linearitì Ps;tPs;t1V nU = Ps;t�1V � 1U ) = Ps;t1V � Ps;t1U ;tedy V n U 2M. Jsou-li U; V 2M, U \ V = ;, odvodí se podobnìPs;t1U[V = Ps;t1U + Ps;t1V ;proto U [ V 2M. Nakone
, jsou-li A1; A2; : : : 2M, A1 � A2 � � � � , A = Sk�1Ak,pak 1Ak % 1A a podle Leviho vìtyPs;t1A(y) = E1A(Xs;y(t)) = limk!1E1Ak (Xs;y(t)) = limk!1Ps;t1Ak(y); y 2 Rm ;tudí¾ A 2 M a M je �-aditivní systém. Podle Dynkinova lemmatu o �-aditivní
hsystéme
h M = B, to jest Ps;t1U 2 bB pro ka¾dou U 2 B. Z toho plyne tvrzenídùsledku 6.6 pro ka¾dou jednodu
hou borelovskou funk
i (lineární kombina
i indi-kátorù) díky linearitì Ps;t. Zbývá uvá¾it, ¾e libovolná funk
e z bB je stejnomìrnoulimitou jednodu
hý
h funk
í a ¾e operátor Ps;t je spojitý vzhledem ke stejnomìrnékonvergen
i. Q.E.D.Formula
i následují
í vìty pøede¹leme dvì tvrzení o rovni
i (27). Nejprve pøipo-meòme lemma o lokální jednoznaènosti (krok 1 v dùkazu dùsledku 2.3). Jsou-li X,Y dvì øe¹ení rovni
e (27), E�kX(s)k2 + kY (s)k2	 < 1, � = f! 2 
; X(s; !) =Y (s; !)g, potom P�! 2 �; supt�s kX(t; !)� Y (t; !)k > 0	 = 0:Dále si uvìdomme, ¾e platí:Poznámka 6.7. Ne
h» s � 0 a x 2 Rm , pak jsou øe¹ení Xs;x a �-algebra Fsnezávislé. Oznaème toti¾ Ps �-algebru generovanou pøírùstky W (t)�W (s), t � sa v¹emi P-nulovými mno¾inami v F , �-algebry Ps a Fs jsou zøejmì nezávislé.Podle dùkazu vìty 2.1 je pro
es Xs;x limitou pro
esù Xk, de�novaný
h pro t � s,k � 1 vztahemXk+1(t) = x+ Z ts b(r;Xk(r)) dr + Z ts �(r;Xk(r)) dW (r); X0(t) = x:Induk
í podle k lze snadno nahlédnout, ¾e Xk jsou Ps-mìøitelné.62Nyní ji¾ mù¾eme dokázat ná¹ hlavní výsledek.62Podotknìme, ¾e pro
es Xs;x je mo¾no vybrat dokon
e ��W (t)�W (s); t � s�-mìøitelný. VizD.W. Stroo
k, S.R. S. Varadhan: Multidimensional di�usion pro
esses, Springer-Verlag, Berlin1979, Corollary 5.1.3. 146



Vìta 6.7. Pro v¹e
hna s; t; u 2 R+ , s � u � t, pro libovolnou ' 2 bB(Rm) aka¾dou Fs-mìøitelnou funk
i � : 
 �! Rm platíE�'(Xs;�(t)) ��Fu� = Pu;t'(Xs;�(u)) P-skoro jistì. (35)Pøi volbì ' = 1A, A 2 B, pøe
hází (35) v rovnostP�Xs;�(t) 2 A ��Fu� = P (u;Xs;�(u); t; A);tedy pro
es Xs;� má markovskou vlastnost:P�Xs;�(t) 2 A ��Fu� = P�Xs;�(t) 2 A ��Xs;�(u)�:Výsledky odvozené v èásti B nynìj¹í kapitoly v¹ak zatím nelze u¾ít, nebo» dosudnevíme, zda P je pøe
hodová pravdìpodobnost (nebyla je¹tì ovìøena Chapman-Kolmogorovova rovnost).Dùkaz. 1Æ Øe¹ení rovni
e (27) je urèeno jednoznaènì, tedyXs;�(t) = Xu;X(u;s;�)(t) P-skoro jistì:Vztah (35) je tudí¾ ekvivalentní sE�'(Xu;X(u;s;�)(t)) ��Fu� = Pu;t'(Xs;�(u)):Náhodná velièina Xs;�(u) je Fu-mìøitelná, jistì proto staèí místo (35) ovìøit, ¾erovnost E�'(Xu;�(t)) ��Fu� = Pu;t'(�) P-skoro jistì (36)platí pro ka¾dou Fu-mìøitelnou náhodnou velièinu � : 
 �! Rm .2Æ Pøedpokládejme na okam¾ik, ¾e (36) u¾ bylo ovìøeno pro v¹e
hny funk
e' 2 Cb(Rm), uká¾eme, ¾e pak (36) platí i pro libovolnou ' 2 bB. Postup jeanalogi
ký dùkazu dùsledku 6.6: buï nejprve ' = 1� , � � Rm otevøená. Naleznìme'k 2 Cb(Rm) tak, aby 0 � 'k � 1, 'k % 1� na Rm . Tedy také 'k(Xu;�(t)) %1� (Xu;�(t)) na 
 a podle Leviho vìty pro podmínìné støední hodnotylimk!1 E�'k(Xu;�(t)) ��Fu� = E�1� (Xu;�(t)) ��Fu� P-skoro jistì:Z dùkazu dùsledku 6.6 víme, ¾e Pu;t'n �! Pu;t1� na Rm , odtud ihned plynePu;t'k(�) �! Pu;t1� (�) na 
.Polo¾me N = fK 2 B; (36) platí pro ' = 1Kg:147



Právì jsme ukázali, ¾e N obsahuje systém v¹e
h otevøený
h mno¾in; postupují
ejako v dùkazu dùsledku 6.6 se snadno pøesvìdèíme, ¾e N je �-aditivní systém,proto N = B. To u¾ zøejmì implikuje, ¾e (36) platí pro ka¾dou ' 2 bB.3Æ Zbývá dokázat platnost (36) pro spojité funk
e, zvolme proto pevnì libovolnou' 2 Cb(Rm). Ne
h» nejprve � = y 2 Rm . Proto¾e øe¹ení Xu;y je nezávislé s Fu,máme E�'(Xu;y(t)) ��Fu� = E'(Xu;y(t)) = Pu;t'(y):V dal¹ím kroku pøedpokládejme, ¾e � je jednodu
há Fu-mìøitelná funk
e,� = NXi=1 yi1Ai ;kde mno¾iny A1; : : : ; AN 2 Fu tvoøí disjunktní rozklad prostoru 
. Podle tvrzenío lokální jednoznaènostiXu;�(t) = NXi=1Xu;yi(t)1Ai P-skoro jistì: (37)Disjunktnost A1; : : : ; AN implikuje, ¾e pro ka¾dé ! 2 
 je nejvý¹e jeden sèítane
na pravé stranì (37) nenulový, proto'(Xu;�(t)) = NXi=1 '(Xu;yi(t))1Ai P-skoro jistì:Odtud snadno plyneE�'(Xu;�(t)) ��Fu� = E� NXi=1 '(Xu;yi(t))1Ai ���Fu�= NXi=1 1AiE�'(Xu;yi(t)) ��Fu�= NXi=1 1AiPu;t'(yi)= Pu;t'(�):Buï dále � 2 L2(
;Rm) libovolná Fu-mìøitelná. Nutnì existuje posloupnost f�kg� L2(
;Rm) jednodu
hý
h Fu-mìøitelný
h funk
í tak, ¾e �k �! � v L2(
;Rm).148



Podle lemmatu 6.4 také X(t;u; �k) �! X(t;u; �) v L2(
;Rm), vyberme podpos-loupnost f�kjg takovou, aby�kj ����!j!1 �; X(t;u; �kj ) ����!j!1 X(t;u; �) P-skoro v¹ude: (38)Ze spojitosti ' a dùsledku 6.5 plynePu;t'(�kj ) ����!j!1 Pu;t'(�) P-skoro v¹udea z vìty o majorisované konvergen
i dostaneme'(X(t;u; �kj )) ����!j!1 '(X(t;u; �)) P-skoro v¹ude a v L1(
);tedy takéE�'(X(t;u; �kj )) ��Fu� ����!j!1 E�'(X(t;u; �)) ��Fu� P-skoro v¹ude a v L1(
):Je¾to ov¹em E�'(X(t;u; �kj)) ��Fu� = Pu;t'(�kj );plyne (36) v uva¾ovaném pøípadì limitním pøe
hodem j ! 1. Buï nakone
 � :
 �! Rm libovolnáFu-mìøitelná. Polo¾me �k = �1fk�k�kg, z dùkazu dùsledku 2.3víme, ¾e X(t;u; �) = X(t;u; �k) P-skoro jistì na mno¾inì fk�k � kg. To znamená,¾e X(t;u; �k) �! X(t;u; �) v pravdìpodobnosti pøi k ! 1, proto pro nìjakoupodposloupnost f�kjg platí (38) a dùkaz zavr¹íme zøejmým zpùsobem. Q.E.D.Vìta 6.8. Pro v¹e
hna s; t; u 2 R+ , s � u � t, a ka¾dou ' 2 bB(Rm) platíPs;u(Pu;t') = Ps;t' na Rm : (39)Spe
iálnì, funk
e P de�novaná vztahem (28) je pøe
hodová pravdìpodobnost.Dùkaz. U¾itím vìty 6.7 dostávámePs;t'(y) = E'(Xs;y(t)) = EE�'(Xs;y(t)) ��Fu�= E�Pu;t'(Xs;y(u))�= Ps;u(Pu;t')(y)pro ka¾dé y 2 Rm . Buï dále � 2 B libovolná, formule (39) aplikována na funk
i1� dáváP (s; y; t; �) = Ps;t1�(y)= Ps;u(Pu;t1�)(y) = Ps;u�P (u; �; t; �)�(y)= EP (u;Xs;y(u); t; �) = ZRm P (u; z; t; �) dP ÆXs;y(u)�1(z)= ZRm P (u; z; t; �)P (s; y; u; dz);149



proto¾e P Æ Xs;y(u)�1 = P (s; y; u; �) pøímo podle de�ni
e (28). Vidíme tedy, ¾e Pvyhovuje Chapman-Kolmogorovovì rovnosti; ostatní po¾adované vlastnosti pøe
ho-dové pravdìpodobnosti plynou z (28) a z dùsledku 6.6. Q.E.D.Konstruk
e. Nyní popí¹eme markovský pro
es, korespondují
í rovni
i (27). Ji¾víme, ¾e funk
e P (s; y; t; A) = P�Xs;y(t) 2 A	je pøe
hodová pravdìpodobnost. Podle vìty 6.2 by
hom tudí¾ mohli sestrojit mar-kovský pro
es s pøe
hodovou pravdìpodobností P , de�novaný na souèinovém pro-storu (Rm)[0;1[ v¹e
h trajektorií, tím by
hom se v¹ak o
hudili o informa
i, kteroupøiná¹í spojitost trajektorií øe¹ení rovni
e (27). Polo¾me protob
 = C ([0;1[ ;Rm);bX(t) : b
 �! Rm ; !̂ 7�! !̂(t); t � 0;
Fs;1 = �( bX(r); r � s); 
Fs;t = �( bX(r); s � r � t); 
F =
F0;1; 0 � s � t:Pro s � 0, y 2 Rm de�nujme míru bPs;y na 
Fs;1 pøedpisembPs;y(B) = P�! 2 
; Xs;y(�; !) 2 B	; B 2
Fs;1: (40)Funk
e ! 7�! Xs;y(�; !) je (F ;
Fs;1)-mìøitelná a de�ni
e (40) je tudí¾ korektní.To je zøejmé, proto¾e �-algebru 
Fs;1 generují mno¾iny tvaru� = �!̂ 2 b
; bX(t) 2 A	; t � s; A 2 Ba �! 2 
; Xs;y(�; !) 2 �	 = �! 2 
; Xs;y(t) 2 A	je oèividnì F -mìøitelná. Z de�ni
e (40) snadno plyne, ¾e pro f 2 b
Fs;1 jestbEs;yf = Ef(Xs;y(�)):Spe
iálnì pro f = h( bX(t1); : : : ; bX(tk)), h 2 bB
k, 0 � t1 < � � � < tk, platíbEs;yf = bEs;yh( bX(t1); : : : ; bX(tk)) = Eh(Xs;y(t1); : : : ; Xs;y(tk)): (41)Oèividnì, bPs;y� bX(s) = y	 = 1;zbývá ovìøit markovskou vlastnost:bPs;y� bX(t) 2 A ��
Fs;u� = P (u; bX(u); t; A) bPs;y-skoro jistì;150



kdykoliv 0 � s � u � t, A 2 B, y 2 Rm . Podle de�ni
e podmínìné pravdìpodob-nosti je tøeba dokázat8Z 2 
Fs;u ZZ 1A( bX(t)) dbPs;y = ZZ P (u; bX(u); t; A) dbPs;y: (42)Bì¾ným postupem, který jsme ji¾ nìkolikrát u¾ili, lze dùkaz (42) redukovat k pøí-padu Z = f bX(r1) 2 B1; : : :; bX(rk) 2 Bkg;s � r1 < � � � < rk � u, Bi 2 B libovolné. U¾ívají
e (41) a vìtu 6.7 dostávámeZZ 1A( bX(t)) dbPs;y = Z b
 1B1( bX(r1)) � � �1Bk( bX(rk))1A( bX(t)) dbPs;y= bEs;y1B1�����Bk�A( bX(r1); : : : ; bX(rk); bX(t))= E1B1�����Bk�A(Xs;y(r1); : : : ; Xs;y(rk); Xs;y(t))= E�1B1�����Bk(Xs;y(r1); : : : ; Xs;y(rk))E�1A(Xs;y(t)) ��Fu��= E�1B1�����Bk(Xs;y(r1); : : : ; Xs;y(rk))P (u;Xs;y(u); t; A)�= bEs;y�1B1�����Bk( bX(r1); : : : ; bX(rk))P (u; bX(u); t; A)�= ZZ P (u; bX(u); t; A) dbPs;y:Tedy ( b
;
F ; (
Fs;t); bX; (bPs;x)) je markovský pro
es se spojitými trajektoriemi a spøe
hodovou pravdìpodobností P . (Nìkdy se hovoøí o kanoni
kém markovskémpro
esu de�novaném rovni
í (27).)Poznámka 6.8. Je u¾iteèné si uvìdomit následují
í vlastnost pøedvedené kon-struk
e: opatøíme-li prostor b
 = C (R+ ;Rm) metrikou%(f; g) = 1Xn=1 12n sup0�t�n kf(t)� g(t)k1 + sup0�t�n kf(t)� g(t)k ;jest ( b
; %) úplný separabilní metri
ký prostor a fn ! f v ( b
; %), právì kdy¾ fn ! flokálnì stejnomìrnì na [0;1[. Dále, �-algebra 
F generovaná v¹emi projek
emibX(t) : b
 �! Rm , b! 7�! b!(t), splývá s borelovskou �-algebrou prostoru ( b
; %).Naznaème dùkaz: inkluse 
F � B( b
) je jasná, je¾to projek
e bX(t) jsou spojité amno¾iny f bX(t) 2 Ag, t � 0, A 2 B, generují
í 
F , jsou proto borelovské v b
.151



Naopak, pov¹imnìme si, ¾e %(�; g) je 
F -mìøitelná funk
e pro libovolnou g 2 b
.Staèí ovìøit, ¾e funk
e f 7�! sup0�t�n kf(t)� g(t)kjsou 
F -mìøitelné pro v¹e
hna n 2 N , av¹ak zøejmì�f 2 b
; sup0�t�n kf(t)� g(t)k � a	 = \0�s�ns2Q �f 2 b
; kf(s)� g(s)k � a	 2
Fpro ka¾dé a 2 R. Koule v ( b
; %) tedy nále¾í �-algebøe 
F a k dùkazu B( b
) � 
Fzbývá jen uvá¾it, ¾e díky separabilitì je ka¾dá otevøená mno¾ina v b
 spoèetnýmsjedno
ením koulí.Z vìty 6.1 víme, ¾e pøe
hodová pravdìpodobnost urèuje markovský pro
es vpodstatì jednoznaènì (pøesnìji: urèuje jednoznaènì jeho koneènìdimensionální roz-dìlení, nikoliv tøeba trajektorie). Nevíme ale, zda koe�
ienty b, � rovni
e (27) urèujíjednoznaènì pøe
hodovou pravdìpodobnost. Buï toti¾ B libovolný n-dimensionálníWienerùv pro
es, de�novaný na nìjakém pravdìpodobnostním prostoru (�;G ;Q),pro s � 0 a z 2 Rm oznaème Y s;z øe¹ení rovni
edY = b(t; Y ) dt+ �(t; Y ) dB (43)s poèáteèní podmínkou Y s;z(s) = z. (To jest, (43) je rovni
e s tými¾ koe�
ienty,jako (27), ale obe
nì s odli¹nýmWienerovým pro
esem, de�novaným na jiném prav-dìpodobnostním prostoru.) Aby
hom mohli øí
i, ¾e pøe
hodová pravdìpodobnostde�novaná pøedpisem (28) závisí jen na b, �, potøebujeme ovìøit, ¾eP�Xs;z(t) 2 A	 = Q�Y s;z(t) 2 A	; 0 � s � t; z 2 Rm ; A 2 B:Formula
i pøíslu¹ného výsledku je zapotøebí pøedeslat de�ni
i nìkolika nový
h po-jmù. Uva¾ujme rovni
i dX = f(t;X) dt+ g(t;X) dW; (44)kde f : R+ � Rm �! Rm a g : R+ � Rm �! M m�n jsou borelovské funk
e.De�ni
e 6.3. Ètveøi
i ((
;F ; (Ft);P);W;X) nazveme slabé øe¹ení rovni
e (44)na intervalu [s;1[, s � 0, jestli¾ei) (
;F ; (Ft);P) je �ltrovaný pravdìpodobnostní prostor;ii) W je n-dimensionální (Ft)-Wienerùv pro
es na 
;iii) X = (Xt)t�s je Rm -hodnotový (Ft)-progresivnì mìøitelný náhodný pro
essplòují
í Z ts �kf(r;Xr)k+ kg(r;Xr)k2	 dr <1152



a Xt = Xs + Z ts f(r;Xr) dr + Z ts g(r;Xr) dWrpro ka¾dé t � s P-skoro jistì.Buï � borelovská pravdìpodobnostní míra na Rm . Øekneme, ¾e slabé øe¹ení ((
;F ;(Ft);P);W;X) je øe¹ením vyhovují
ím poèáteèní podmín
e (s; �), pokud PÆX�1s =�. Uvìdomme si, ¾e poèáteèní podmínka (s; Æx) má jednodu
hou interpreta
i { po-¾adujeme, aby slabé øe¹ení (
;F ; (Ft);P); (W;X)) splòovalo X(s) = x P-skorojistì; jde tedy o deterministi
kou poèáteèní podmínku.Na¹e dosavadní úvahy v kapitolá
h 2, 3 a 5 odpovídaly odli¹nému kon
eptuøe¹ení: pravíme, ¾e rovni
e (44) s poèáteèní podmínkou (s; �) má silné øe¹ení,jestli¾e pro ka¾dý �ltrovaný pravdìpodobnostní prostor (
;F ; (Ft);P), ka¾dý n-dimensionální (Ft)-Wienerùv pro
es W a libovolnou Fs-mìøitelnou náhodnou ve-lièinu ' : 
 �! Rm s P Æ'�1 = � existuje (Ft)-progresivnì mìøitelný pro
es X sesto
hasti
kým diferen
iálem (44), splòují
í Xs = ' P-skoro jistì. (Pro slabá øe¹enínaopak 
h
eme nalézti vhodnì sto
hasti
kou basi a Wienerùv pro
es tak, aby exis-toval pro
es se sto
hasti
kým diferen
iálem (44)). Zøejmì je silné øe¹ení úlohy (44)s poèáteèní podmínkou (s; �) i jejím slabým øe¹ením, opak neplatí (srovnej pøíklad6.1 ní¾e).De�ni
e 6.4. Pravíme, ¾e rovni
e (44) jei) silnì jednoznaèná, jestli¾e pro libovolné s � 0 a ka¾dá dvì její slabá øe¹ení((
;F ; (Ft);P);W;X) a ((
;F ; (Ft);P);W; eX) na [s;1[ s tou¾ sto
hasti
kou basía tým¾ Wienerovým pro
esem platí: je-li PfX(s) = eX(s)g = 1, pakP�supt�s kX(t)� eX(t)k = 0	 = 1;ii) slabì jednoznaèná, jestli¾e pro libovolné s � 0 a ka¾dá dvì její slabá øe¹ení((
;F ; (Ft);P);W;X) a (( e
;fF ; (fFt); eP);fW; eX) na [s;1[ platí: je-liP ÆX(s)�1 = eP Æ eX(s)�1 na B(Rm);pak P ÆX�1 = eP Æ eX�1 na B�C ([s;1[ ;Rm)�:(Ménì formálnì, slabá jednoznaènost znamená: mají-li poèáteèní podmínky stejnározdìlení, mají i pro
esy X, eX stejná rozdìlení.63) Uva¾ují
e pouze øe¹ení splòují
í63Uva¾me, ¾e rozdìlení uva¾ovaný
h náhodný
h pro
esù jsou skuteènì de�nována na borelov-ské �-algebøe prostoru spojitý
h funk
í podle poznámky 6.8.153



PÆX(s)�1 = � zøejmým zpùsobem de�nujeme silnou a slabou jednoznaènost rovni
e(44) s poèáteèní podmínkou (s; �).64Existenèní vìty odvozené v kapitolá
h 2, 3 a 5 tedy v nové terminologii øíkají,¾e rovni
e tam uva¾ované mají (za pøíslu¹ný
h pøedpokladù) silnì jednoznaènásilná øe¹ení. Jak uvidíme v pøíkladu 6.1, rovni
e (44) mù¾e mít vlastnost slabéjednoznaènosti, i je-li silná jednoznaènost poru¹ena, v opaèném smìru v¹ak platínásledují
í netriviální výsledek:65Vìta 6.9. (T. Yamada & S. Watanabe, 1971) Je-li rovni
e (44) s poèáteènípodmínkou (s; �) silnì jednoznaèná, je slabì jednoznaèná.Dùsledkem dùkazu vìty 6.9 je následují
í pozoruhodné tvrzení, ukazují
í sílu pøedpokladu osilné jednoznaènosti.66Vìta 6.10. Ne
h» je rovni
e (44) s poèáteèní podmínkou (s; �) silnì jednoznaèná a ne
h»existuje její slabé øe¹ení. Potom existuje její silné øe¹ení. Dokon
e existuje borelovská funk
eF : Rm � C(R+;Rn) �! C(R+;Rm) taková, ¾e kdykoliv je ((
;F; (Ft);P);W;X) slabé øe¹enírovni
e (44) s poèáteèní podmínkou (s; �), pak X = F (X(s);W ) P-skoro jistì.Funk
e F obe
nì závisí na s a �. Z representa
eX = F (X(s);W ) lze vyvodit, ¾e za pøedpokladusilné jednoznaènosti je libovolné øe¹ení mìøitelné vùèi oboha
ené �ltra
i generované poèáteènípodmínkou a Wienerovým pro
esem. Odtud dostáváme, ¾e rovni
e (44) silnì jednoznaèná podlede�ni
e 6.4 je jednoznaèná po trajektorií
h i v následují
ím smyslu: pro ka¾dá dvì slabá øe¹ení((
;F;P); (Ft);W;X) a ((
;F;P); ( ~Ft);W; ~X) s tým¾ pravdìpodobnostním prostorem a tým¾Wienerovým pro
esem, ale s obe
nì rùznými �ltra
emi, platí: je-li X(s) = ~X(s) skoro jistì, pakX(t) = ~X(t) pro v¹e
hna t � s skoro jistì. Pov¹imnìme si, ¾e pøímý dùkaz tohoto tvrzení nenízøejmý ani pro rovni
e s lips
hitzovskými koe�
ienty, proto¾e W nemusí být (Ft _ ~Ft)-Wienerùvpro
es.Vra»me se k rovni
i (27). Díky pøedpokladu (II) o lips
hitzovskosti funk
í b, � má(27) vlastnost silné jednoznaènosti, podle vìty 6.9 je proto slabì jednoznaèná, 
o¾spe
iálnì znamená, ¾e pøe
hodová pravdìpodobnost je rovni
í urèena jednoznaènì.Pøíklad 6.1. (H. Tanaka) De�nujme modi�kovanou funk
i signum pøedpisemsgn(x) = � 1; x > 0;�1; x � 0;a uva¾ujme jednodimensionální sto
hasti
kou diferen
iální rovni
iXt = Z t0 sgn(Xs) dWs: (45)64V angliètinì se pro silnou (respektive slabou) jednoznaènost nejèastìji pou¾ívá termín \path-wise uniqueness" (respektive \uniqueness in law"), èeská terminologie ustálena není.65Jeho dùkaz lze nalézti napø. v N. Ikeda, S. Watanabe: Sto
hasti
 di�erential equations anddi�usion pro
esses, North-Holland, Amsterdam 1981, xIV.1, nebo (mírnì neúplný) v I. Karatzas,S. E. Shreve: Brownian motion and sto
hasti
 
al
ulus, Springer-Verlag, Berlin 1988, Proposition5.3.20.66Jeho dùkaz je uveden napø. v N. Ikeda, S. Watanabe: lo
. 
it., nebo v I. Karatzas, S. E.Shreve: op. 
it., Corollary 5.3.23. 154



a) Je-li ((
;F ; (Ft);P);W;X) libovolné slabé øe¹ení úlohy (45), pak X0 = 0 aX je spojitý martingal s kvadrati
kou varia
íhXit = Z t0 ��sgn(Xs)��2 ds = Z t0 1 ds = t:Podle Lévyho vìty je proto X Wienerùv pro
es a rovni
e (45) má vlastnost sla-bé jednoznaènosti. Pro Wienerùv pro
es ov¹em platí67 � 
 PfX = 0g=0, tudí¾sgn(�X) = �sgn(X) �
 P-skoro v¹ude. Odtud�Xt = Z t0 �sgn(Xs) dWs = Z t0 sgn(�Xs) dWs;vidíme, ¾e ((
;F ; (Ft);P);W;�X) je také slabé øe¹ení a rovni
e (45) není silnìjednoznaèná.b) Aby byl pøíklad zajímavý, je tøeba dokázat, ¾e existuje alespoò jedno slabéøe¹ení. BuïX libovolný Wienerùv pro
es, de�novaný na nìjakém pravdìpodobnost-ním prostoru (�;G ;Q). Oznaème (GXt ) oboha
enou kanoni
kou �ltra
i pro
esu X,to jest GXt = ��N [ �(Xr; 0 � r � t)�, kde N = fN 2 G ; Q(N) = 0g. De�nujmeWt = Z t0 sgn(Xs) dXs; t � 0:Podle èásti a) je W Wienerùv pro
es a vzhledem k aso
iativitì sto
hasti
kého in-tegrálu Z t0 sgn(Xs) dWs = Z t0 sgn(Xs)sgn(Xs) dXs = Z t0 1 dXs = Xt;tedy ((�;G ;Q); (GXt );W;X) je slabé øe¹ení rovni
e (45). Oznaèíme-li (GWt ) oboha-
enou kanoni
kou �ltra
i pro
esu W , lze ukázat, ¾e ¾ádné (GWt )-adaptované øe¹enírovni
e (45) neexistuje; tato rovni
e tedy nemá silné øe¹ení { neznám v¹ak ¾ád-ný elementární dùkaz tohoto faktu.68 (Pov¹imnìme si, ¾e v pøedvedené konstruk
ijest GXt � GWt , pro pøípadné (GWt )-adaptované øe¹ení X by musela platit inkluseopaèná.)Podotknìme nakone
, ¾e pokud by
hom de�novali funk
i signum standardnì,sgn(x) = 8><>: 1; x > 0;0; x = 0;�1; x < 0;67Viz J. ©tìpán: op. 
it., Vìta VII.1.11.68Lze konsultovat napø. Example 5.3.5 v ji¾ 
itované knize I. Karatzase a S. Shrevea.155



pak by rovni
i (45) pøibylo je¹tì øe¹ení X � 0 a nebyla by ani slabì jednoznaèná.Slabou jednoznaènost nyní vyu¾ijeme, aby
hom ukázali, ¾e v autonomním pøípa-dì { to jest, pokud koe�
ienty nezávisí na èase { je øe¹ení rovni
e (27) homogenní:zmìníme-li èas, v nìm¾ je zadána poèáteèní podmínka, øe¹ení se posune, ale jehorozdìlení se nezmìní, ve smyslu, který pre
isuje následují
íDùsledek 6.11. Ne
h» koe�
ienty b a � vyhovují pøedpokladu 6.1, av¹ak nezávisína èase, to jest, b : Rm �! Rm a � : Rm �! M m�m jsou lips
hitzovské funk
e.Je-li P pøe
hodová pravdìpodobnost de�novaná rovni
í (27), pakP (s; y; t; A) = P (0; y; t� s; A) (46)pro v¹e
hna 0 � s � t, y 2 Rm , A 2 B(Rm).Pøe
hodové pravdìpodobnosti splòují
í (46) se nazývají homogenní. Z (46) sesnadno odvodí, ¾e Ps;t' = P0;t�s'; 8' 2 bB:Obvykle se v homogenním pøípadì klade P (t; y; A) = P (0; y; t; A), Pt' = P0;t'.Operátory (Pt)t�0 pak tvoøí semigrupu spojitý
h lineární
h operátorù v prostore
hbB a Cb(Rm) (to jest, Pt+s = PtPs, s; t � 0).Nástin dùkazu. Podle de�ni
e øe¹ení pro v¹e
hna v � 0 platíX0;y(v) = y + Z v0 b(X0;y(r)) dr + Z v0 �(X0;y(r)) dW (r);Xs;y(s+ v) = y + Z s+vs b(Xs;y(r)) dr+ Z s+vs �(Xs;y(r)) dW (r)= y + Z v0 b(Xs;y(s+ r)) dr + Z v0 �(Xs;y(s+ r)) dW s(r);kde W s(u) = W (s+ u)�W (s), u � 0, je opìt n-dimensionální Wienerùv pro
es;rovnost sto
hasti
ký
h integrálù by byla zøejmá, kdyby byl integrand jednodu
hýpro
es, obe
ný pøípad lze ovìøit standardní aproximaèní pro
edurou. Ze slabé jed-noznaènosti rovni
e (27) plyne, ¾e pro
esy Xs;y(s+ �) a X0;y mají stejná rozdìlení,P ÆXs;y(s+ u)�1 = P ÆX0;y(u)�1; u � 0;odtudP (s; y; t; A) = P�Xs;y(t) 2 A	 = P�X0;y(t� s) 2 Ag = P (0; y; t� s; A):Q.E.D.156



Poznámka 6.9. Dosti restriktivní pøedpoklady (I), (II) na koe�
ienty rovni
e(27) jsme v èásti C u¾ili jen na dvou míste
h: pøi dùkazu lemmatu 6.4 a k zaji¹-tìní (lokální) jednoznaènosti rovni
e (27). Pøedvedené dùkazy lze tudí¾ u¾ít i naobe
nou rovni
i (44) s libovolnými borelovskými koe�
ienty, pokud jsme s
hopniovìøit jednoznaènost a spojitou závislost na poèáteèní podmín
e (toho typu, kterýje uva¾ován v lemmatu 6.4). V¹e
hny výsledky zùstavají tedy v platnosti napø. prorovni
e s lokálnì lips
hitzovskými koe�
ienty nejvý¹e lineárního rùstu.Markovská vlastnost øe¹ení sto
hasti
ké diferen
iální rovni
e je ov¹em { zhru-ba øeèeno { dùsledkem slabé jednoznaènosti a ¾ádné pøedpoklady o koe�
iente
h vpodstatì nejsou zapotøebí. Dùkazy pøíslu¹ný
h tvrzení v¹ak vy¾adují nové my¹lenkya nejsou tak elemantární jako úvahy námi pøedvedené. Základní výsledek je násle-dují
í:69 má-li rovni
e (44) s borelovskými koe�
ienty pro ka¾dou deterministi
koupoèáteèní podmínku slabì jednoznaèné slabé øe¹ení, pak mají v¹e
hna její øe¹enímarkovskou vlastnost s pøe
hodovou pravdìpodobností de�novanou oèekávanýmzpùsobem.U¾ití markovské vlastnosti ilustrujme alespoò jedním jednodu
hým pøíkladem,který doplòuje výsledky z kapitoly 3.Pøíklad 6.2. Vy¹etøujme lineární rovni
idX = �A(t)X + b(t)	dt+ �(t) dW (47)pøedpokládají
e, ¾e W je n-dimensionální (Ft)-Wienerùv pro
es na sto
hasti
kébasi (
;F ; (Ft);P) a A : R+ �! M m�m , b : R+ �! Rm , � : R+ �! M m�n jsoulokálnì integrovatelné (to jest, splòují pøedpoklad (P) z kapitoly 3). V dùsledku 3.4jsme ukázali: je-li X øe¹ení rovni
e (47) s gaussovskou poèáteèní podmínkou X0 aje-li t > 0 takové, ¾e kovarianèní mati
e %(t; t) je regulární, pak8U 6= ; otevøenou PfX(t) 2 Ug > 0: (48)Spe
iálnì, oznaèíme-li � = �(�; 0) fundamentální mati
i homogenní rovni
e _X =A(t)X, Mt = Z t0 ��1(s)�(s)�(s)���1(s)� ds; t � 0;a X0;y øe¹ení rovni
e (47) s poèáteèní podmínkou X0;y(0) = y, pak regularita Mtimplikuje8y 2 Rm 8U 6= ; otevøenou P (0; y; t; U) = PfX0;y(t) 2 Ug > 0: (49)69Pro omezené koe�
ienty je to dokázáno v D.W. Stroo
k, S.R. S. Varadhan: op. 
it., Theorem6.2.2; pøedpoklad omezenosti není podstatný. 157



Nyní tvrdíme: je-li Mt regulární, potom (48) platí pro libovolné øe¹ení X rovni
e(47). Vskutku, podle (49) a vìty 6.7PfX(t) 2 Ug = EP�X(t) 2 U ��F0� = EP (0; X(0); t; U)= ZRm P (0; y; t; U) dP ÆX(0)�1(y) > 0:Podobnì, vy¹etøují
e jednodimensionální Ornstein-Uhlenbe
kùv pro
es X de�no-vaný rovni
í dX = �X dt+ � dW (50)s � < 0, � 6= 0, jsme ukázali, ¾elimt!1 Ef(Xt) = Z 1�1 f dN (0; %1) 8f 2 bB(R); (51)pokud má øe¹ení X gaussovskou poèáteèní podmínku. (Pøipomeòme, ¾e N (0; %1)znaèíme gaussovskou míru na R s nulovou støední hodnotou a rozptylem %1 =��2=(2�).) Spe
iálnì lze (51) u¾íti na øe¹ení X0;y s poèáteèní podmínkouX0;y(0) =y 2 R; dostaneme limt!1P0;tf(y) = Z 1�1 f dN (0; %1); y 2 R:Z toho lze u¾ usoudit, ¾e (51) platí pro libovolné øe¹ení X rovni
e (50). Vzhledemk markovské vlastnostiEf(Xt)� Z 1�1 f dN (0; %1) = EE�f(Xt) ��F0�� Z 1�1 f dN (0; %1)= EP0;tf(X0)� Z 1�1 f dN (0; %1)= Z 1�1 P0;tf(y) dP ÆX�10 (y)� Z 1�1 f dN (0; %1)= Z 1�1�P0;tf(y)� Z 1�1 f dN (0; %1)�dP ÆX�10 (y)a u¾ijeme vìtu o majorisované konvergen
i.D. Markovské pro
esy se zadanými lokálními 
harakteristikami. Jedním z klasi-
ký
h pøíkladù motivují
í
h vy¹etøování spojitý
h markovský
h pro
esù v Rm jepopis difuse mikroskopi
ký
h èásti
 v mediu. Pro jednodu
host zápisu uva¾ujmejednodimensionální pøípad, ne
h» je uva¾ovaná difuse popsána pro
esem (Xt). Sle-dujme èásti
i, která se v èase s na
házela v bodì y, a hledejme pozorovatelné158




harakteristiky jejího pohybu. Posunutí èásti
e za malý èas h lze pøibli¾nì popsatvztahemX(s+ h)� y � (ry
hlost èásti
e v èase s a bodì y)� h+ náhodné 
uktua
e:Ry
hlost èásti
e v èase s je podle de�ni
ery
hlost = limh!0 X(s+ h)�X(s)h = limh!0 X(s+ h)� yh ;tato limita ov¹em nemusí existovat, jak ukazuje pøíklad Brownova pohybu. Jsou-lináhodné 
uktua
e 
entrované, lze spí¹e oèekávat, ¾e bude existovat støední hodnotary
hlosti (\prùmìr pøes ansámbl èásti
")limh!0Es;y �X(s+ h)� yh � = limh!0 Es;yX(s+ h)� yh= limh!0 1h 1Z�1 (z � y)P (s; y; s+ h; dz):Nejjednodu¹¹ím popisem 
uktua
í (\lokálního rozptylu trajektorií vy
házejí
í
h zbodu y") je støední posunutí Es;y(X(s+ h)� y)2, které pro malá h 
h
eme aproxi-movat lineární funk
í:Es;y�X(s+ h)� y�2 = 1Z�1 (z � y)2P (s; y; s+ h; dz) � a(s; y)h; h! 0:Dal¹ím pøirozeným po¾adavkem je spojitost trajektorií, z ní¾ té¾ plyne, ¾eP �s; y; s+ h; ℄y � "; y + "[� ��!h#0 1; " > 0:Je-li tato konvergen
e dostateènì ry
hlá (\pravdìpodobnost nekoneènì ry
hle se¹íøí
ího signálu dostateènì malá"), lze pøi výpoètu ry
hlosti a 
uktua
í uva¾ovatjen 
hování X na okolí bodu y; spe
iálnì, nemusíme pøedpokládat existen
i ¾ádný
hmomentù.Naznaèené úvahy motivují následují
í de�ni
i, v ní¾ znaèíme B(y; ") otevøenoukouli v Rm o støedu y a polomìru " > 0.De�ni
e 6.5. Buï (X;Ps;x) markovský pro
es v Rm se spojitými trajektoriemia s pøe
hodovou pravdìpodobností P . Ne
h» existují funk
e b : R+ � Rm �! Rm ,159



a : R+ � Rm �! M m�m tak, ¾e pro v¹e
hna s � 0, y 2 Rm a " > 0 platílimh!0+ 1hP (s; y; s+ h;Rm nB(y; ")) = 0;(52) limh!0+ 1h ZB(y;") (z � y)P (s; y; s+ h; dz) = b(s; y);(53) limh!0+ 1h ZB(y;") (z � y)(z � y)�P (s; y; s+ h; dz) = a(s; y):(54)Potom pravíme, ¾e X je difusní pro
es s driftem (lokálním posunutím) b a s mati
ídifuse a. O funk
í
h b, a hovoøíme jako o lokální
h 
harakteristiká
h pro
esu X.Pro úplnou jasnost pøepi¹me je¹tì (54) po slo¾ká
h:limh!0+ 1h ZB(y;") (zi � yi)(zj � yj)P (s; y; s+ h; dz) = aij(s; y); 1 � i; j � m:Pov¹imnìme si, ¾e de�ni
e 6.5 klade omezení hlavnì na pøe
hodovou pravdìpodob-nost, vlastní pro
es do ní vstupuje pouze po¾adavkem spojitosti trajektorií.Je tøeba varovat, ¾e pojem difusní pro
es je u¾íván rùznými autory v nejroz-manitìj¹í
h kontexte
h, nìkdy s ponìkud vágním významem (øe¹ení \rozumné"sto
hasti
ké diferen
iální rovni
e, silnì markovský pro
es se spojitými trajektorie-mi, markovský pro
es de�novaný lokálním diferen
iálním operátorem 2. øádu, : : : ).Uvedená de�ni
e je tro
hu staromódní, ale je intuitivnì názorná.Nejprve odvodíme jednodu
hé postaèují
í podmínky pro platnost (52){(54), ap-likovatelné na pro
esy X mají
í momenty dostateènì vysokého øádu.Lemma 6.12. Buï P pøe
hodová pravdìpodobnost v Rm taková, ¾e pro nìjakéÆ > 0 a v¹e
hna s � 0 a y 2 Rm platílimh!0+ 1h ZRm kz � yk2+ÆP (s; y; s+ h; dz) = 0; (55)limh!0+ 1h ZRm(z � y)P (s; y; s+ h; dz) = b(s; y); (56)limh!0+ 1h ZRm(z � y)(z � y)�P (s; y; s+ h; dz) = a(s; y): (57)Potom jsou splnìny po¾adavky (52){(54) z de�ni
e 6.5.Dùkaz. Zvolme s � 0, y 2 Rm a " > 0 libovolnì pevnì. Pøedpokládají
e (55)dostaneme1h Zfkz�yk�"g P (s; y; s+ h; dz) � 1"2+Æ 1h ZRn kz � yk2+ÆP (s; y; s+ h; dz) ��!h#0 0
160



podle Èeby¹evovy nerovnosti, tedy (55) implikuje (52). Podobnì pro j = 1; 2 platí1h Zfkz�yk�"g kz � ykjP (s; y; s+ h; dz)� 1"2+Æ�j 1h ZRn kz � yk2+ÆP (s; y; s+ h; dz) ��!h#0 0;tedy za pøedpokladu (55) je (53) ekvivalentní s (56) a (54) s (57). Q.E.D.De�ni
e 6.5 vyvolává pøirozenou otázku: jsou-li dány funk
e b a a (vyvozené napø.z fysikální
h experimentù), existuje difusní pro
es s lokálními 
hrakteristikami b,a? (Pov¹imnìme si, ¾e de�ni
e 6.5 klade na funk
e b, a jediné apriorní omezení:mati
e a(s; y) musí být pro v¹e
hna (s; y) symetri
ká positivnì semide�nitní.) Prvnínavr¾ené øe¹ení tohoto problému bylo analyti
ké (A. N. Kolmogorov, W. Feller,30. léta dva
átého století). Pøedpokládejme, ¾e hledaný difusní pro
es existuje,pak lze za vhodný
h pøedpokladù na funk
e b a a dokázat, ¾e jeho pøe
hodovápravdìpodobnost P má hustotu vùèi Lebesgueovì míøe,P (s; y; t; A) = ZA p(s; y; t; z) dz; 0 � s � t; y 2 Rm ; A 2 B;a funk
e p(�; �; t; z) øe¹í rovni
i�p�s + 12 mXi;j=1 aij(s; y) �2p�yi�yj + mXi=1 bi(s; y) �p�yi = 0 (58)s kon
ovou podmínkou lims!t� p(s; y; t; �)� = Æyve smyslu vágní konvergen
e mìr, to jestlims!t� ZRm f(z)p(s; y; t; z) dz = f(y)pro ka¾dou f 2 C (Rm) s kompaktním nosièem. (To je tzv. Kolmogorovova zpìt-ná (ba
kward) rovni
e.) Naopak, jsme-li pro dostateènì regulární koe�
ienty a, bs
hopni vyøe¹it rovni
i (58) s pøíslu¹nou kon
ovou podmínkou a ukázat, ¾e nale-zené øe¹ení má vlastnosti pøe
hodové hustoty, pak lze de�novat markovský pro
espro
edurou z vìty 6.2 a zavr¹it konstruk
i dùkazem spojitosti trajektorií.K. Itô (1942) vytvoøil theorii sto
hasti
ký
h diferen
iální
h rovni
 jako alterna-tivní, pravdìpodobnostní methodu konstruk
e markovský
h pro
esù.70 Uvedeme sinyní jeden výsledek v tomto smìru. Vra»me se opìt k rovni
idX = b(t;X) dt+ �(t;X) dW; (27)70Nezávisle pravdìpodobnostní konstruk
i difusní
h pro
esù nalezl W. Doeblin. Doeblinovapozoruhodn�a prá
e v�sak byla opublikována a¾ v ro
e 2000, ¹edesát let po autorovì smrti, a nemìlavliv na dal¹í vývoj. 161



její¾ koe�
ienty vyhovují podmínkám (I), (II) lineárního rùstu a lips
hizovskosti vprostorové promìnné z pøedpokladu 6.1. Víme, ¾e (27) de�nuje markovský pro
esse spojitými trajektoriemi a s pøe
hodovou pravdìpodobnostíP (s; y; t; A) = P�Xs;y(t) 2 A	; 0 � s � t; y 2 Rm ; A 2 B; (28)kde stále znaèíme Xs;y øe¹ení (27) s poèáteèní podmínkou Xs;y(s) = y.Vìta 6.13. Buïte b : R+ �Rm �! Rm a � : R+ �Rm �! M m�n spojité funk
etakové, ¾e jsou splnìny pøedpoklady (I), (II). Potom je markovský pro
es de�novanýrovni
í (27) difusní pro
es s driftem b a mati
í difuse ���.Pøed vlastním dùkazem pøipomeòme nìkolik tvrzení. Ve vìtì 2.1 jsme dokázali,¾e pro v¹e
hna p � 2 a T > s existuje konstanta C = C(p; T;K�) tak, ¾eE sups�r�T 

Xs;y(r)kp � C�1 + kykp�: (59)Dále je nám známo (srovnej formule (33) a (34)), ¾e rovnostEf(Xs;y(t)) = ZRm f(z)P (s; y; t; dz); 0 � s � t; z 2 Rm ; (60)platí pro ka¾dou f 2 bB. Buï nyní f : Rm �! R borelovská funk
e polynomiálníhorùstu, to jest 9� > 0 9L <1 8z 2 Rm jf(z)j � L�1 + kzk��; (61)tvrdíme, ¾e formule (60) opìt platí. Odhady (59) a (61) zaji¹»ují koneènost levéstrany v (60), bez újmy na obe
nosti proto mù¾eme pøedpokládat, ¾e f � 0. Potomexistují omezené borelovské funk
e fN � 0 (pro které (60) platí) tak, ¾e fN % fna Rm , tudí¾ (60) platí i pro funk
i f podle Leviho vìty.Dùkaz vìty 6.13. Zvolme pevnì s � 0, y 2 Rm , polo¾me a = ���. U¾ijeme-lirovnost (60) a lemma 6.12, vidíme, ¾e staèí dokázatlimh!0+ 1hE

Xs;y(s+ h)� y

4 = 0; (62)limh!0+ 1hE�Xs;y(s+ h)� y� = b(s; y); (63)limh!0+En�Xs;yi (s+ h)� yi��Xs;yj (s+ h)� yj�o = aij(s; y) (64)pro 1 � i; j � m, kde jsme oznaèili Xs;y = (Xs;y1 ; : : : ; Xs;ym )�. Podle lemmatu 6.4existuje konstanta C 0 <1 taková, ¾e pro h 2 [0; 1℄ platíE

Xs;y(s+ h)� y

4 � C 0h2�1 + kyk4�;162



odtud (62) pøímo plyne. Ovìøíme (63):1hE�Xs;y(s+ h)� y� = 1hE�Z s+hs b(r;Xs;y(r)) dr + Z s+hs �(r;Xs;y(r)) dW (r)�= 1hE Z s+hs b(r;Xs;y(r)) dr= E Z 10 b(s+ hv;Xs;y(s+ hv)) dv:Vzhledem ke spojitosti b a spojitosti trajektorií pro
esu Xs;ylimh!0+ b(s+ hv;Xs;y(s+ hv)) = b(s; y)pro �
 P-skoro v¹e
hna (v; !) 2 [0; 1℄�
, odtudlimh!0+E Z 10 b(s+ hv;Xs;y(s+ hv)) dv = b(s; y);je¾to integrand vlevo má vzhledem k pøedpokladu (I) a k (59) integrovatelnoumajorantu K�(1 + sups�r�s+1 kXs;y(r)k) nezávislou na h 2 ℄0; 1℄, tím je (63) do-kázáno. K dùkazu (64) �xujme i; j 2 f1; : : : ;mg, u¾itím Itôovy formule na funk
iu 2 C 2(Rm), u(z) = zizj dostanemeEu(Xs;y(s+ h))� u(y) = EXs;yi (s+ h)Xs;yj (s+ h)� yiyj= E Z s+hs �bi(r;Xs;y(r))Xs;yj (r) + bj(r;Xs;y(r))Xs;yi (r)+ nXk=1�ik(r;Xs;y(r))�jk(r;Xs;y(r))�dr+ E Z s+hs � � � dW (r)= E Z s+hs �bi(r;Xs;y(r))Xs;yj (r) + bj(r;Xs;y(r))Xs;yi (r)+ aij(r;Xs;y(r))�dr:Postupují
e jako v dùkazu formule (63) odvodímelimh!0+ 1hEnXs;yi (s+ h)Xs;yj (s+ h)� yiyjo = bi(s; y)yj + bj(s; y)yi + aij(s; y):163



Odtud limh!0+ 1hEn�Xs;yi (s+ h)� yi��Xs;yj (s+ h)� yj�o= bi(s; y)yj + bj(s; y)yi + aij(s; y)� yj limh!0+ 1hE�Xs;yi (s+ h)� yi�� yi limh!0+ 1hE�Xs;yj (s+ h)� yj�= aij(s; y);pøièem¾ poslední rovnost vyplývá z (63). Q.E.D.Vìta 6.13 øíká, ¾e øe¹ení rovni
e (27) je difusní pro
es s lokálními 
harakteristika-mi b a ���. Pùvodní úloha byla ov¹em ponìkud odli¹ná: máme zadány funk
e b a a ahledáme difusní pro
es s lokálními 
harakteristikami b a a. Aby
hom ho mohli zístatøe¹ením rovni
e (27), musíme umìt faktorisovat mati
i a do tvaru a = ���, to obe
-nì není snadné. Pøímo z de�ni
e difusní mati
e plyne, ¾e a(s; y) je symetri
ká posi-tivnì semide�nitní mati
e pro v¹e
hna (s; y) 2 R+ �Rm . Pro ka¾dé (s; y) tedy exi-stuje jediná symetri
ká positivnì semide�nitní mati
e �(s; y) � a1=2(s; y) 2 M m�mtaková, ¾e �2(s; y) = a(s; y). Není v¹ak a priori zøejmé, zda je funk
e x 7! �(s; x)dostateènì regulární, aby bylo mo¾no øe¹it rovni
i (27). O
itujme proto dva základ-ní výsledky v tomto smìru,71 pro zjednodu¹ení je zformulujeme jen v autonomnímpøípadì, kdy mati
e a nezávisí na èase. Situa
e je relativnì pøehledná v regulárnímpøípadì, je-li a uniformnì positivnì de�nitní.Buï a : Rm �! M m�m lips
hitzovská funk
e taková, ¾e mati
e a(x) je symet-ri
ká pro ka¾dé x 2 Rm a existuje � > 0 takové, ¾e ha(x)�; �i � �k�k2 prov¹e
hna x; � 2 Rm . Potom je funk
e a1=2 : Rm �! M m�m také lips
hitzovská.Odtud lze ihned nahlédnout, ¾e pro a lokálnì lips
hitzovskou s hodnotami v sy-metri
ký
h positivnì de�nitní
h mati
í
h (tj. ha(x)�; �i > 0 pro v¹e
hna �; x 2 Rm ,� 6= 0) je a1=2 lokálnì lips
hitzovská. Situa
e se komplikuje, pokud mati
e a mù¾edegenerovat, platí v¹ak vìta (M. I. Freidlin; R. S. Phillips & L. Sarason, 1968):Buï a 2 C 2(Rm ; M m�m) taková, ¾e a(x) je symetri
ká positivnì semide�nitnípro ka¾dé x 2 Rm . Potom je funk
e a1=2 : Rm �! M m�m lokálnì lips
hitzov-ská. Jesli¾e naví
 supx2Rm sup1�i;j;k;l�m �����2aij(x)�xk�xl ���� <1;potom je funk
e a1=2 lips
hitzovská na Rm .71Cf. D.W. Stroo
k, S.R. S. Varadhan: op. 
it., Theorems 5.2.2, 5.2.3; nebo A. Friedman: Sto-
hasti
 di�erential equations and appli
ations, Vol. I, A
ademi
 Press, New York 1975, Theorem6.1.2. 164



Pøedpoklad C 2-hladkosti nelze obe
nì oslabit: ne
h» m = 1, de�nujme a(x) =jxj2�" pro libovolnì malé " > 0. Potom a =2 C 2, a vskutku odmo
nina a1=2(x) =jxj1�"=2 není lokálnì lips
hitzovská funk
e.
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7. Exponen
iální martingalyMìjme pevnì zvolenu sto
hasti
kou basi (
;F ; (Ft);P) s �ltra
í splòují
í (UC).Motiva
í výsledkù uvedený
h v této kapitole je hluboká Girsanovova vìta:Vìta 7.1. (I. V. Girsanov, 1960) Buï W n-dimensionální (Ft)-Wienerùv pro-
es a X progresivnì mìøitelný n-dimensionální náhodný pro
es takový, ¾e X 2L2([0; T ℄;Rn) P-skoro jistì pro nìjaké T > 0. Polo¾meGt(X) = exp�Z t0 X�s dWs � 12 Z t0 kXsk2 ds� ; 0 � t � T; (1)a pøedpokládejme, ¾e EGT (X) = 1: (2)Buï ~P pravdìpodobnostní míra na FT s hustotou GT (X), to jest d~P = GT (X) dP.De�nujme fWt = Wt � Z t0 Xs ds; 0 � t � T:Potom je (fWt; 0 � t � T ) n-dimensionální (Ft)-Wienerùv pro
es na pravdìpodob-nostním prostoru (
;FT ; ~P).Ka¾dé u¾ití vìty 7.1 je podmínìno ovìøením pøedpokladu (2), 
o¾ zpravidla nelzeprovést na základì de�ni
e (1). Tuto kapitolu proto vìnujeme postaèují
ím podmín-kám pro platnost (2). Pøitom se uká¾e, ¾e mnohdy není podstatný spe
iální tvarpro
esu G(X) a místo sto
hasti
ký
h integrálù lze vy¹etøovat libovolné spojité lo-kální martingaly.Buï M spojitý lokální martingal, M0 = 0, jeho exponen
iálu72 de�nujeme vzta-hem E (M)t = exp�Mt � 12 hMit�; t � 0:Pro
es G(X) de�novaný rovností (1) je zøejmì spe
iálním pøípadem:G(X) = E�Z �0 X� dW�:Itôova formule pro semimartingaly praví, ¾edf(Y ) = f 0(Y ) dY + 12f 00(Y ) dhY i; (3)72Bì¾nì u¾ívané názvosloví je znaènì pestré: pro odli¹ení od standardní deterministi
ké ex-ponen
iální funk
e se hovoøí èasto o sto
hasti
ké exponen
iále, o exponen
iále Doléansové èi oexponen
iálním (lokálním) martingalu pøiøazeném M .167



kdykoliv f 2 C 2(R) a Y je (reálný) semimartingal se spojitými trajektoriemi. U¾iv¹e(3) na funk
i f : r 7�! er a pro
es Y = �12 hMi+M dostanemedE (M) = �12E (M) dhMi+ E (M) dM + 12E (M) dhY i= E (M) dM;nebo» zøejmì hY i = hMi. Oèividnì E (M)0 = 1, tudí¾E (M)t = 1 + Z t0 E (M)s dMs; t � 0: (4)Nyní je zøejmé, proè pro
es E (M) nazýváme exponen
iálou: (4) je obdoba deterministi
kéhovztahu et = 1 + Z t0 es ds; t 2 R:Z formule (4) ihned plyne, ¾e E (M) je spojitý lokální martingal. Jeliko¾ E (M) �0, je E (M) také supermartingal a EE (M)t � EE (M)0 = 1 pro v¹e
hna t � 0.Skuteènì, polo¾me �(n) = inf�t � 0; E (M)t = n	;potom �(n)% 1 P-skoro jistì a (E (M)�^�(n)) je omezený lokální martingal, tedymartingal. ProtoE�E (M)t^�(n) ��Fs� = E (M)s^�(n); 0 � s � t; n � 1:Limitním pøe
hodem n!1 získáme podle Fatouova lemmatu73 supermartingalo-vou vlastnost E�E (M)t ��Fs� � E (M)s; 0 � s � t:Supermartingal E (M) je martingal, právì kdy¾EE (M)t = EE (M)0 = 1; t � 0:Dále, E (M) je nezáporný supermartingal, podle martingalové konvergenèní vìtyproto existuje E (M)1 2 L1(P) tak, ¾e E (M)t �! E (M)1 P-skoro v¹ude pøi t!1a pro
es (E (M)t; 0 � t � 1) je supermartingal. E (M) je stejnomìrnì integrovatel-ný martingal, právì kdy¾ EE (M)1 = 1. Pro libovolný (obe
nì [0;1℄-hodnotový)markovský èas 
 je náhodná velièina E (M)
 dobøe de�nována a EE (M)
 � 1;EE (M)
 = 1 platí, právì kdy¾ je (E (M)t^
)t�0 stejnomìrnì integrovatelný mar-tingal. (Je¾to zøejmì E (M���^
) = E (M)���^
 , staèilo by v dal¹ím v¾dy uva¾ovat jenpøípad 
 � +1.)73Fatouovo lemma pro podmínìné støední hodnoty lze nalézti napø. v J. ©tìpán: Teorie prav-dìpodobnosti, A
ademia, Praha 1987, Tvrzení VI.1.28.168



Na¹ím 
ílem je nalézti podmínky implikují
í, ¾e exponen
iální lokální martingalE (M) je martingal. Prvým hlavním výsledkem je následují
íVìta 7.2. Ne
h» je M spojitý lokální martingal, M0 = 0, a 
 markovský èas.Pøedpokládejme, ¾e E exp�1� "2 hMi
� <1 (5)pro v¹e
hna " 2 �0; 12� a platílim"!0+ " logE exp�1� "2 hMi
� = 0: (6)Potom EE (M)
 = 1.Z vìty 7.2 ihned vyplývá u¾iteènýDùsledek 7.3. (A. A. Novikov, 1972) Je-li M spojitý lokální martingal, M0 = 0,
 markovský èas a platí-li E exp�12 hMi
� <1; (7)pak EE (M)
 = 1.Poznámka 7.1. Faktor 12 v Novikovovì podmín
e je v jistém smyslu optimální:K libovolnému % 2 ℄0; 12 [ lze nalézti martingalM takový, ¾e E exp(%hMi1) <1, aleE (M) není stejnomìrnì integrovatelný martingal. Vskutku, buï B jednodimensio-nální Wienerùv pro
es, naleznìme a 2 ℄0; 1[ takové, ¾e % = a2=2, polo¾me� = infft � 0; Bt � at = �1ga de�nujme Mt = Bt^� , t � 0. Zøejmì je � markovský èas koneèný P-skoro jistì aM1 = B� = a� � 1, hMi1 = hBi� = � , protoM1 � 12 hMi1 = �a� 12�� � 1;odtud EE (M)1 = 1e E exp��a� 12��� � 1e E exp�a22 ��:Ov¹em aM je opìt spojitý lokální martingal, tak¾e1 � EE (aM)1 = E exp�aB� � a22 �� = e�aE exp�a22 ��:169



Z toho plyneE exp(%hMi1) = E exp�a22 hMi1� = E exp�a22 �� � ea <1;zároveò ov¹em platí EE (M)1 � ea�1 < 1:Dùkaz vìty 7.2 je zalo¾en na následují
ím lemmatu:74Lemma 7.4. (R. ©. Lip
er & A.N. ©irjajev, 1972) Buï M spojitý lokální mar-tingal, M0 = 0, a 
 markovský èas. Ne
h» existuje " > 0 tak, ¾eE exp�1 + "2 hMi
� <1: (8)Potom EE (M)
 = 1.Dùkaz. Buï � � 
 libovolný markovský èas. Vzhledem k pøedpokladu (8) jehMi� � hMi
 < 1 P-skoro jistì, tudí¾ M� je dobøe de�novaná náhodná velièinapodle poznámky 4.3.75 Buïte p; r > 1 zatím té¾ libovolná. PotomEE (M)p� = E exp�pM� � p2 hMi��= E�exp�pM� � p2r2 hMi�� exp�p(pr � 1)2 hMi���� �E exp�prM� � p2r22 hMi���1r�E exp�pr(pr � 1)2(r � 1) hMi���r�1r= �EE (prM)��1r�E exp�pr(pr � 1)2(r � 1) hMi���r�1r� �E exp�pr(pr � 1)2(r � 1) hMi���r�1r� �E exp�pr(pr � 1)2(r � 1) hMi
��r�1r ;na tøetím øádku jsme vyu¾ili H�olderovu nerovnost, na pøedposledním skuteènost,¾e E (prM) je supermartingal, na posledním neklesají
í trajektorie pro
esu hMi.74Vìtu 7.2 doká¾eme postupem pøejatým z preprintu N.V. Krylov: A simple proof of a resultof A. Novikov, jen¾ je vystaven na adrese http://arXiv.org/abs/math/0207013.75Z lemmatu C.2 dokon
e víme, ¾e (Mt^� ) je stejnomìrnì integrovatelný martingal, nebo» zpøedpokladu (8) plyne EhMi
 <1. 170



Ne
h» nyní p = 1 + Æ, r = 1 +pÆ pro nìjaké Æ > 0, potompr(pr � 1)2(r � 1) = (1 + Æ +pÆ + ÆpÆ)(Æ +pÆ + ÆpÆ)2pÆ= 1 + 2pÆ + 3Æ + 3ÆpÆ + 2Æ2 + Æ2pÆ2 :Lze tedy zvolit Æ > 0 tak, aby pr(pr � 1)2(r � 1) � 1 + "2 ;pøi této volbì Æ (a p) podle (8) platísup��
 EE (M)p� � L <1; (9)kde supremum bereme pøes v¹e
hny markovské èasy � � 
. Podle lemmatu C.4 je�E (M)t^
�t�0 stejnomìrnì integrovatelný martingal, z èeho¾ ji¾ dokazované tvrzeníplyne. Q.E.D.Podotknìme, ¾e dùkaz lze na základì (9) bez obtí¾í dokonèit i pøímo, bez u¾ití lemmatu C.4:Existuje lokalisují
í posloupnost f�(n)g omezený
h markovský
h èasù tak, ¾e (E (M)t^�(n)) jsouomezené martingaly, tedy (E (M)pt^�(n)) jsou submartingaly. Pomo
í Doobovy maximální nerov-nosti a (9) odvodímeE supt�0E (M)pt^�(n)^
 � � pp� 1�p EE(M)p�(n)^
 � � pp� 1�p L;tak¾e podle Leviho vìty o monotonní konvergen
i takéE supt�0E (M)pt^
 � � pp� 1�p L <1: (10)Pro
es (E(M)t^�(n)) je martingal, tudí¾ EE (M)�(n)^
 = 1. Zøejmì E (M)�(n)^
 �! E (M)
 P-skoro jistì pøi n ! 1 a supt�0 E (M)t^
 2 L1(P) podle (10), proto podle vìty o majorisovanékonvergen
i EE(M)
 = 1.Z lemmatu 7.4 ji¾ vìtu 7.2 snadno odvodíme.Dùkaz vìty 7.2. Vzhledem k pøedpokladu (5) pro " 2 ℄0; 1=2[ platíE exp�1 + "2 
(1� 2")M�
� = E exp� (1 + ")(1� 2")22 hMi
�= E exp�1� "(3� 4"2)2 hMi
� <1;jeliko¾ 3� 4"2 � 1. Pro
es (1� 2")M tedy splòuje pøedpoklady lemmatu 7.4 aEE �(1� 2")M�
 = 1: (11)171



Podle H�olderovy nerovnostiEE �(1� 2")M�
= E exp�(1� 2")M
 � (1� 2")22 hMi
�= E�exp�(1� 2")M
 � (1� 2")2 hMi
� exp�2"(1� 2")2 hMi
��� �E exp�M
 � 12hMi
��1�2"�E exp�1� 2"2 hMi
��2"= �EE (M)
�1�2"�E exp�1� 2"2 hMi
��2": (12)Uvìdomme si, ¾e pøedpoklad (6) znamenálim"!0+�E exp�1� "2 hMi
��" = 1: (13)U¾ívají
e (11) a (13) limitním pøe
hodem "! 0+ z (12) odvodímeEE (M)
 � 1;opaèná nerovnost platí v¾dy. Q.E.D.Poznámka 7.2. Pøi peèlivém pohledu na dùkaz vìty 7.2 lze rozpoznat, ¾e vìta zùstává vplatnosti, oslabíme-li (6) na lim inf"!0+ " log E exp�1� "2 hMi
� <1:Dùkaz vy¾aduje modi�ka
i a¾ v posledním kroku, kdy pøi pevnì zvoleném N > 0 odhadnemeEE�(1� 2")M�
= E�1fhMi
�NgE�(1� 2")M�
	+ E�1fhMi
>NgE�(1� 2")M�
	� �EE (M)
�1�2"�E1fhMi
�Ng exp�1� 2"2 hMi
��2"+ �E1fhMi
>NgE(M)
�1�2"�E exp�1� 2"2 hMi
��2";tak¾e proved¹e nejprve vhodným zpùsobem limitní pøe
hod " ! 0+ a poté N ! +1 obdr¾ímeopìt EE (M)
 � 1.Poznámka 7.3. Dùsledek 7.3 pøipou¹tí následují
í zesílení (N. Kazamaki, 1977):Buï M spojitý lokální martingal, M0 = 0, a 
 markovský èas takový, ¾esupt�0 E exp�12Mt^
� <1: (14)172



Potom EE (M)
 = 1.76Pov¹imnìme si nejprve, ¾e (14) je slab¹í pøedpoklad, ne¾ (7): podle H�olderovynerovnostiE exp�12Mt^
� = E�exp�12Mt^
 � 14 hMit^
� exp�14 hMit^
��� �E exp�Mt^
 � 12hMit^
��12�E exp�12 hMit^
��12= �EE (M)t^
�12�E exp�12 hMit^
��12� �E exp�12 hMi
��12 ;tudí¾ (7) implikuje (14). Opaèná implika
e neplatí: buï B jednodimensionální Wie-nerùv pro
es, polo¾me � = infft � 0; Bt = 1g, potom E exp(Bt^�=2) � exp(1=2) <1. Podle tvrzení 0.4 v¹ak E� =1, tím spí¹e E exp(hBi�=2) = E exp(�=2) = +1.Právì uvedený pøíklad nám té¾ umo¾òuje ukázat, ¾e supremum v (14) nelze vyne
hat, tedy ¾eE exp�12M
� <1 (15)mù¾e platit pro koneèný markovský èas 
, ani¾ by EE (M)
 = 1. Polo¾me toti¾ � = infft � 1; Bt =1g, potom jistì E exp(B�=2) = exp(1=2) < 1. (Uvìdomme si, ¾e odhad Bt^� � 1 nyní odvoditnelze, jeliko¾ na intervalu ℄0; 1[ pro
es (Bt^� ) nijak nekontrolujeme.) Proto¾e platí B� = B� = 1,� � � a Pf� > �g > 0, jestEE (B)� = E exp�B� � 12 �� < E exp�B� � 12�� = 1:Nìkdy lze s výhodou u¾íti skuteènost, ¾e pøedpoklad (14) z (15) vyplývá, je-li (Mt^
) stejnomìr-nì integrovatelný martingal. Díky stejnomìrné integrovatelnosti a konvexitì funk
e exp je toti¾(exp(Mt^
=2); 0 � t � 1) submartingal, tak¾e E exp(Mt^
=2) � E exp(M
=2) pro ka¾dé t � 0.Poznámka 7.4. V¹e
hny dosud uvedené postaèují
í podmínky zaruèovaly stej-nomìrnou integrovatelnost exponen
iálního martingalu. Je ov¹em dobøe mo¾né, abyE (M) byl martingal, nikoliv v¹ak stejnomìrnì integrovatelný. Kupøíkladu, je-li Bopìt jednodimensionální Wienerùv pro
es, jest E (B) martingal, jak snadno plynez Novikovova kriteria (u¾itého pro deterministi
ké markovské èasy 
 = T 2 R+).Pokud by byl stejnomìrnì integrovatelný, existovala by náhodná velièina Z tak, ¾eE (B)t �! Z pøi t!1 skoro jistì a v L1, spe
iálnì by platilo EZ = 1. Av¹aklimt!1 exp�Bt � 12 t� = limt!1 exp�t�Btt � 12�� = 076Dùkaz, zalo¾ený na té¾e my¹len
e jako dùkaz vìty 7.2 a jen o málo ménì pøehledný, lzenalézti v ji¾ 
itovaném preprintu Krylovovì. 173



skoro jistì, proto¾e podle zákona velký
h èísel t�1Bt �! 0 pro t!1 skoro jistì.Vra»me se k exponen
iálním lokálním martingalùm tvaru (1). Novikovova pod-mínka øíká, ¾e E exp�12 Z T0 kXsk2 ds� <1 (16)implikuje EGT (X) = 1. Le
kdy v¹ak mù¾e být výhodnìj¹í pra
ovat s pøedpoklady osamotném pro
esuX, nikoliv o jeho integrálu. Pøedpoklad existen
e Æ > 0 takového,¾e sup0�t�T E exp �ÆkXtk2� <1; (17)lze ku pøíkladu pro gaussovské pro
esy X ovìøiti snáze ne¾ (16). Uká¾eme proto,¾e (17) také postaèuje k platnosti (2). Zvolme dìlení 0 = t0 < t1 < : : : < tk = Tintervalu [0; T ℄ takové, ¾e maxj=0;::: ;k�1 ��tj+1 � tj�� � 2Æ:Podle Jensenovy nerovnosti77exp�12 Z tj+1tj kXsk2 ds� = exp� 1tj+1 � tj Z tj+1tj tj+1 � tj2 kXsk2 ds�� 1tj+1 � tj Z tj+1tj exp� tj+1 � tj2 kXsk2� ds� 1tj+1 � tj Z tj+1tj exp �ÆkXsk2� dspro j = 0; : : : ; k � 1. De�nujme lokální martingalyMj(t) = Z tt^tj X�s dWs; 0 � t � T; j = 0; : : : ; k � 1:Vzhledem k (17)E exp�12 hMjitj+1� = E exp�12 Z tj+1tj kXsk2 ds�� 1tj+1 � tj Z tj+1tj E exp �ÆkXsk2� ds� sup0�s�T E exp �ÆkXsk2� <177Viz napø. J. ©tìpán: op. 
it., Vìta II.2.6. 174



a podle dùsledku 7.3 jsou �E (Mj)t; 0 � t � tj+1� martingaly, j = 0; : : : ; k � 1,proèe¾ E�E (Mj)tj+1 ��Ftj� = E (Mj)tj = 1; j = 0; : : : ; k � 1: (18)Nyní mù¾eme spoèítatE exp�Z T0 X�s dWs � 12 Z T0 kXsk2 ds�= E exp� k�1Xj=0 Z tj+1tj X�s dWs � 12 k�1Xj=0 Z tj+1tj kXsk2 ds�= E k�1Yj=0 exp�Z tj+1tj X�s dWs � 12 Z tj+1tj kXsk2 ds�= E k�1Yj=0 E (Mj)tj+1= EE� k�1Yj=0 E (Mj)tj+1 ����Ftk�1�= E� k�2Yj=0 E (Mj)tj+1E�E (Mk�1)tk ��Ftk�1��= E k�2Yj=0 E (Mj)tj+1 = : : := EE (M0)t1 = 1;pøièem¾ rovnost mezi tøetím a druhým øádkem od kon
e plyne dosazením z (18).Shrnuto:Vìta 7.5. (I. I. Gi
hman & A. V. Skoro
hod, 1968) Buï W n-dimensionální(Ft)-Wienerùv pro
es a X progresivnì mìøitelný Rn -hodnotový náhodný pro
essplòují
í kXk 2 L2([0; T ℄) P-skoro jistì pro nìjaké T 2 R+ . Pøedpokládejme, ¾eexistuje Æ > 0 tak, ¾e sup0�t�T E exp �ÆkXtk2� <1:Potom E exp Z T0 X�s dWs � 12 Z T0 kXsk2 ds! = 1:
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V kapitole 5 (v závìreèné odboè
e) jsme ji¾ ukázali typi
ké u¾ití Girsanovovy vìty pøi konstruk
islabého øe¹ení rovni
e dXt = b(Xt) dt+ dWt; X0 = x 2 Rn; 0 � t � T; (19)kde b : Rn �! Rn je borelovská funk
e. Studium rovni
e (19) vede na vy¹etøování exponen
iálylokálního martingalu Nxt = Z t0 b(x+Ws)� dWs; 0 � t � T:Dùsledek 7.3 je mo¾no snadno u¾íti pro omezený drift b, zatím
o vìtu 7.5 pro b lineárního rùstu.Vzhledem ke spe
iálnímu tvaru lokálního martingalu Nx lze v¹ak rovnost EE (Nx)T = 1 dokázati za podstatnì slab¹í
h pøedpokladù na b. O
itujme na ukázku dva dùle¾ité výsledky:(a) H. J. Engelbert a W. S
hmidt ukázali,78 ¾e zsupy2Rn EZ T0 

b(y +Ws)

2 ds <1plyne EE (Nx)T = 1 pro v¹e
hna x 2 Rn.(b) (N. I. Portìnko, 1974) Buï b : [0; T ℄� Rn �! Rn borelovská funk
e taková, ¾eZRn�Z T0 

b(s; y)

2q dt�r=q dy <1 (20)pro nìjaká q > 1 a r > qn2q � 2 . Potom79E exp�Z T0 b(s; x+Ws)� dWs � 12 Z T0 kb(s; x+Ws)k2 ds� = 1; x 2 Rn:Pov¹imnìme si, ¾e v autonomním pøípadì se pøedpoklad (20) redukuje na kbk 2 Lp(Rn) s p > n.

78H. J. Engelbert, W. S
hmidt: On exponential lo
al martingales 
onne
ted with di�usionpro
esses, Math. Na
hr. 119 (1984), 97{115, Theorem 2.11.79Dùkaz uvedené verse Portìnkova kriteria si lze vyhledat v knize N.V. Krylov: Introdu
tionto the theory of di�usion pro
esses, Amer. Math. So
., Providen
e 1995, Theorem IV.3.5 (
).176



Apendix A. OznaèeníN = f0; 1; 2; : : :g mno¾ina pøirozený
h èíselQ mno¾ina ra
ionální
h èíselR mno¾ina reálný
h èíselR+ = [0;1[ mno¾ina v¹e
h nezáporný
h reálný
h èíselQ+ = R+ \ Q mno¾ina v¹e
h nezáporný
h ra
ionální
h èíselC mno¾ina komplexní
h èísela ^ b = min(a; b) minimum èísel a; b 2 Ra _ b = max(a; b) maximum èísel a; b 2 Rinf ; � +1 (není-li øeèeno jinak)M m�n vektorový prostor reálný
h mati
 typu m� nM m�n(C ) vektorový prostor komplexní
h mati
 typu m� nA� mati
e konjugovaná k mati
i ATrA stopa (ètver
ové) mati
e AI = In = (Æij)ni;j=1 identi
ká mati
e (typu n� n)h�; �i = h�; �iRn standardní skalární souèin v Rnkxk = hx; xi1=2 (euklidovská) norma vektoru x 2 RnkAk Hilbert-S
hmidtova norma mati
e AkAkop norma mati
e A 2 M m�n jako operátoru z (Hilbertova)prostoru Rn do Rm[s1; : : : ; sn℄ m� n mati
e se sloup
i s1; : : : sn 2 RmKomentáø:1Æ Æij je Krone
kerovo delta:Æij = � 1 i = j;0 i 6= j;2Æ A� = AT = (aji)nj=1mi=1 2 M n�m pro A = (aij)mi=1 nj=1 2 M m�n (transpono-vaná mati
e),3Æ A� = (�aji) 2 M n�m(C ) pro A = (aij) 2 M m�n(C ),4Æ pro A = (aij)1�i;j�m 2 M m�m ètver
ovouTrA = mXi=1 aii;5Æ Rm a M m�1 ztoto¾òujeme (vektory v Rm 
hápeme jako sloup
ové),6Æ pro x = (x1; : : : ; xn)�; y = (y1; : : : ; yn)� 2 Rnhx; yi = nXi=1 xiyi; kxk = � nXi=1 x2i�1=2;177



7Æ pro A 2 M m�nkAk =pTr(AA�); kAkop = supx2Rnkxk=1

Ax

Rm:�(F ) �-algebra generovaná systémem mno¾in F�(F ) �-algebra generovaná systémem funk
í FW�2AA� = ��S�2AA�� pro �-algebry A�, � 2 A1G indikátor mno¾iny GB(X) borelovská �-algebra metri
kého prostoru X� Lebesgueova míra na B(Rm)N (a;Q) gaussovská míra na B(Rm) se støední hodnotou a a kovarianènímati
í Q (a 2 Rm , Q 2 M m�m positivnì semide�nitní)fn P���!n!1 f konvergen
e náhodný
h velièin fn k náhodné velièinì fpodle pravdìpodobnosti P� Æ f�1 = f(�) obraz míry � pøi zobrazení ff� = fd� míra s hustotou f vzhledem k míøe ��f (znaménková) míra s distribuèní funk
í f koneèné varia
enebo (�-koneèná) míra s neklesají
í distribuèní funk
í fKomentáø:8Æ F je systém podmno¾in libovolné mno¾iny 
,9Æ F = ff�; � 2 Ag systém zobrazení f� : 
 �! (E�; E�) pro mìøitelnéprostory (E�; E�), � 2 A,10Æ pro G � 
 1G(x) = � 1 x 2 G;0 x 2 
 nG:L (E) prostor spojitý
h lineární
h zobrazení v Hilbertovì prostoru EKerA jádro lineárního zobrazení A 2 L (E)RngA obraz lineárního zobrazení A 2 L (E)LinS lineární obal mno¾iny S � ES? orthogonální doplnìk mno¾iny SAC(I) algebra v¹e
h absolutnì spojitý
h reálný
h funk
í na kompaktnímintervalu I � RC (G) prostor spojitý
h reálný
h funk
í na G � Rm178



Cb(G) podprostor omezený
h funk
í v C (G)C k(G) prostor reálný
h funk
í mají
í
h spojité par
iální deriva
e a¾ doøádu k vèetnì (G otevøená)bE prostor v¹e
h omezený
h E -mìøitelný
h funk
íLp(�) = Lp(S;S ; �) viz ní¾eKomentáø:11Æ Je-li F nìjaký prostor funk
í, klademeFlo
(J) = �f : J �! R ; 8x 2 J 9U 3 x okolí v J tak, ¾e f 2 F (U)	;F (J ;Rn ) = �f = (f1; : : : ;fn)� : J �! Rn ; 8i = 1; : : : ; n fi 2 F (J)	:12Æ Je-li (S;S ; �) prostor s mírou a 1 � p � 1, znaèí Lp(S;S ; �) prostor (tøídekvivalen
e) reálný
h S -mìøitelný
h funk
í takový
h, ¾ekfkLp(�) � �Z
 jf jp d��1=p <1; 1 � p <1;kfkL1(�) � ess supx2
 jf(x)j <1:13Æ Obdobnì v prostoru Lp(�;Rn):kfkLp(�) = �ZS kfkpRn d��1=p; 1 � p <1;kfkL1(�) = ess supx2
 kf(x)kRn:14Æ Pøi I 2 B(Rd) pí¹eme Lp(I) místo Lp(I;B(I); �).
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Apendix B. Dvì elementární nerovnostiBuïte a1; : : : ; an � 0 nezáporná reálná èísla, p 2 ℄1;1[. Potom� nXi=1 ai�p � np�1 nXi=1 api : (1)Nerovnost (1) je velmi spe
iálním pøípadem H�olderovy nerovnosti, kterou nyní pøi-pomeneme: Ne
h» je (S;S ; �) prostor s mírou, p; q 2 [1;1℄, 1p + 1q = 1, f 2 Lp(�),g 2 Lq(�), pak fg 2 L1(�) akfgkL1(�) � kfkLp(�)kgkLq(�):To jest, pro 1 < p <1 platíZS jfgj d� � �ZS jf jp d��1=p�ZS jgjq d��1=q:K dùkazu (1) staèí polo¾it S = f1; : : : ; ng, �(fig) = 1, f(i) = ai, g(i) = 1, 1 � i �n. Pro p 2 ℄0; 1[ nerovnost (1) neplatí, k disposi
i je v¹ak následují
í odhad: prolibovolná nezáporná reálná èísla a1; : : : ; an � 0 platí� nXi=1 ai�p � nXi=1 api : (2)Nerovnost (2) staèí zøejmì dokázat pro n = 2. Zvolme pevnì y 2 ℄0;1[ a de�nujmefunk
i f : R+ �! R; x 7�! xp + yp � (x+ y)p:Potom f(0) = 0, f 0 � 0 na ℄0;1[ (je¾to p � 1 < 0), tedy funk
e f je neklesají
í af � 0 na R+ , odtud dùkaz (2) ji¾ plyne.
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Apendix C. Dodatky k theorii martingalùA. Kvadrati
ká varia
e. V prvé èásti apendixu doká¾eme nìkolik výsledkù okvadrati
ké varia
i spojitý
h lokální
h martingalù, je¾ budou dùle¾ité v dal¹ímvýkladu. Umluvme se, ¾e pra
ujeme na libovolném pevnì zvoleném �ltrovanémpravdìpodobnostním prostoru (
;F ; (Ft);P) s �ltra
í splòují
í (UC).Uveïme nejprve výsledky, jeji
h¾ znalost pøedpokládáme. MartingalM se nazýváL2-martingal, pokud EjMtj2 < 1 pro v¹e
hna t � 0. Dùsledkem vìty o existen
iDoob-Meyerova rozkladu80 je následují
í tvrzení:Je-li M = (Mt)t�0 spojitý L2-martingal, potom existuje jediný pro
es hMi ta-kový, ¾e:(a) hMi je adaptovaný a P-skoro jistì má spojité neklesají
í trajektorie,(b) hMi0 = 0 P-skoro jistì,(
) M2 � hMi je martingal.Jednoznaènost hMi je mínìna a¾ na nerozli¹itelnost: je-li Y jiný pro
es s vlast-nostmi (a), (b), (
), pakP�!; hMit(!) = Yt(!) 8t 2 [0;1[	 = 1:Pro
es hMi se nazývá kompensátor nebo kvadrati
ká varia
e martingaluM . Druhýnázev souvisí s následují
í vlastností: pro ka¾dé t � 0 pevné platí:mnXk=1��M(tnk )�M(tnk�1)��2 P���!n!1 hMit (1)pro libovolnou posloupnost dìlení f0 = tn0 < � � � < tnmn = tg intervalu [0; t℄ takovou,¾e limn!1 maxk=1;:::;mn ��tnk � tnk�1�� = 0:Pøipomeòme si postup, jím¾ lze de�ni
i kvadrati
ké varia
e roz¹íøit na lokální mar-tingaly, je¾to jde o pro
eduru, ji¾ budeme opakovanì u¾ívat. Buï M spojitý lokálnímartingal; pro jednodu
host pøedpokládejme, ¾e M0 = 0 (jinak by
hom pøe¹li kpro
esu M �M0). Podle de�ni
e lokálního martingalu existuje lokalisují
í posloup-nost (Tk) { to jest, Tk jsou markovské èasy a Tk %1 skoro jistì { taková, ¾e proka¾dé k � 1 je pro
es (MTk^t) martingal. Polo¾meRk = Tk ^ infft � 0; jMtj = k g:80Formula
i i dùkaz lze nalézti napø. v knize I. Karatzas, S. Shreve: Brownian motion andsto
hasti
 
al
ulus, Springer-Verlag, New York 1988, x1.4.183



Díky spojitosti trajektorií pro
esu M je zøejmì (Rk) opìt lokalisují
í posloupnost,de�nujme Mkt = MRk^t, t � 0. Mk jsou omezené martingaly se spojitými tra-jektoriemi, spe
iálnì L2-martingaly, a tudí¾ existují adaptované pro
esy hMki sespojitými neklesají
ími trajektoriemi takové, ¾e (Mk)2 � hMki jsou martingaly,k � 1. Je-li m � n, pak Mnt =Mmt^Rn , t � 0, tedy pro
es(Mnt )2 � hMmit^Rn = (Mmt^Rn)2 � hMmit^Rnje martingal; z jednoznaènosti kvadrati
ké varia
ehMnit = hMmit^Rn pro v¹e
hna t � 0 P-skoro jistì:Lze proto konsistentnì de�novathMi = hMni na �(t; !) 2 R+ �
; 0 � t � Rn(!)	.Pro
es hMi je adaptovaný a P-skoro jistì má spojité neklesají
í trajektorie, hMi0 =0, a nadto M2t^Rn � hMit^Rn = (Mnt )2 � hMnitjsou martingaly, n � 1, tudí¾ M2 � hMi je lokální martingal. Dokázali jsme:Buï M lokální martingal se spojitými trajektoriemi. Potom existuje jediný adap-tovaný pro
es hMi s P-skoro jistì spojitými neklesají
ími trajektoriemi takový, ¾ehMi0 = 0 a M2 � hMi je lokální martingal.Formule (1) zùstává v platnosti i pro lokální martingaly. Pøipomeòme je¹tì jedenpojem. Jsou-li M , N spojité lokální martingaly, de�nujeme jeji
h vzájemnou (èikøí¾ovou) varia
i hM;Ni vztahemhM;Nit = 14�hM +Nit � hM �Nit�; 0 � t <1:Snadno se ovìøí, ¾e hM;Ni je jediný adaptovaný pro
es s P-skoro jistì spojitýmitrajektoriemi mají
ími koneènou varia
i na ka¾dém kompaktním intervalu takový,¾e hM;Ni0 = 0 a MN � hM;Ni je lokální martingal. Pokud jsou M a N spojitéL2-martingaly, je také MN � hM;Ni martingal.Nyní uvedeme nìkolik výsledkù o vztahu mezi lokálním martingalem a jeho kvad-rati
kou varia
í. Nejprve si uvìdomme následují
í jednodu
hý fakt.Lemma C.1. Buï M spojitý lokální martingal, M0 = 0, a buï T markovskýèas. Je-li hMiT = 0 P-skoro jistì, pakP�Mt^T = 0 8t 2 [0;1[	 = 1:184



Dùkaz. Pro
es hMi je spojitý a neklesají
í, tedyP�hMit^T = 0 8t 2 [0;1[	 = 1: (2)Pøedpokládejme nejprve, ¾e M je L2-martingal; t � 0 buï zatím pevné. Pro
esM2 � hMi je martingal a t ^ T je omezený markovský èas, tudí¾ podle vìty o\optional sampling" mámeE�M2t^T � hMit^T � = E�M20 � hMi0� = 0:To jest, EM2t^T = EhMit^T = 0;a proto Mt^T = 0 P-skoro v¹ude. Je-li M pouze lokální martingal, existuje lo-kalisují
í posloupnost (Tk) tak, ¾e pro
esy Mk, Mks = Ms^Tk pro s � 0, jsouL2-martingaly. Podle (2) platí hMkiT = hMiT^Tk = 0 P-skoro jistì, tudí¾ podle ji¾provedený
h úvahMkt^T =Mt^T^Tk = 0 P-skoro jistì. Limitním pøe
hodem k !1odvodíme Mt^T = 0 P-skoro jistì pro ka¾dé pevné t � 0, dokazované tvrzení nyníplyne ze spojitosti trajektorií pro
esu M . Q.E.D.Následují
í tvrzení ukazuje, ¾e integrovatelnost kvadrati
ké varia
e je silnì svá-zána s integrovatelností samotného martingalu.Lemma C.2. Buï M spojitý lokální martingal, M0 = 0. Ne
h»EhMi1 <1:Potom jsou M a M2�hMi martingaly, M je L2-omezený a M2�hMi stejnomìrnìintegrovatelný.Pøipomeòme, ¾e martingal M se nazývá L2-omezený, jestli¾e supt�0 EM2t <1.L2-omezené martingaly jsou oèividnì stejnomìrnì integrovatelné. Lemma C.2 bu-deme zpravidla u¾ívat v následují
í versi:Ne
h» je M spojitý lokální martingal, M0 = 0, a % markovský èas. Jestli¾eEhMi% < 1, pak jsou (M�^%) a (M2�^% � hMi�^%) stejnomìrnì integrovatelné mar-tingaly a (M�^%) je nadto L2-omezený. Spe
iálnì, M% 2 L2(P) a EM2% = EhMi%.Jde vskutku o snadný dùsledek. Buï % markovský èas takový, ¾e EhMi% < 1.De�nujme lokální martingal ~M vztahem ~Ms = M%^s, s � 0, potom Eh ~Mi1 =EhMi% <1, tudí¾ ~M a ~M2 � h ~Mi jsou stejnomìrnì integrovatelné martingaly, ~Mnaví
 L2-omezený. Lze u¾íti vìtu o \optional sampling", s výsledkemE[ ~M2% � h ~Mi%℄ = E[ ~M20 � h ~Mi0℄ = 0:185



Pøímo podle de�ni
e ov¹em E ~M2% = EM2% , Eh ~Mi% = EhMi%. (Uva¾me, ¾e podlemartingalové konvergenèní vìtylimt!1 ~Mt = limt!1M%^t a limt!1� ~M2t � h ~Mit� = limt!1�M2%^t � hMi%^t�existují P-skoro v¹ude a v L1(P), náhodná velièina ~M% = M% je proto dobøe de�-nována i na mno¾inì f% =1g.)Dùkaz lemmatu C.2 u¾ívá dvou pomo
ný
h tvrzení o martingale
h, zajímavý
hi o sobì.Lemma C.3. Buï M adaptovaný pro
es se zprava spojitými trajektoriemi,Mt 2L1(P) pro t � 0. Pro
es M je martingal, právì kdy¾ pro ka¾dý omezený markovskýèas � platí EM� = EM0: (3)Dùkaz. Nutnost podmínky (3) plyne z vìty o \optional sampling", doká¾emepostaèitelnost. Zvolme s < t, A 2 Fs a de�nujme� = s1
nA + t1A:Snadno se nahlédne, ¾e � je omezený markovský èas. U¾ívají
e pøedpoklad (3) promarkovské èasy � a s spoètemeE�Ms1
nA�+ E�Mt1A� = EM� = EM0 = EMs = E�Ms1
nA�+ E�Ms1A�:Dokázali jsme tedy E�1AMt� = E�1AMs�; A 2 Fs;
o¾ je právì martingalová vlastnost. Q.E.D.Lemma C.4. Buï M lokální martingal se zprava spojitými trajektoriemi. Je-limno¾ina T = �M�; � omezený markovský èas	stejnomìrnì integrovatelná, potom je M stejnomìrnì integrovatelný martingal.Dùkaz. Ze stejnomìrné integrovatelnosti mno¾iny T spe
iálnì vyplývá, ¾eMt 2L1(P) pro v¹e
hna t � 0. Buï (Tk) lokalisují
í posloupnost taková, ¾e (MTk^t)jsou martingaly, k � 1. Ne
h» je � omezený markovský èas, potom i � ^ Tk jsouomezené markovské èasy a podle pøedpokladu lemmatu je posloupnost fM�^Tkgk�1stejnomìrnì integrovatelná. Proto¾e zøejmìM�^Tk ���!k!1 M� P-skoro jistì;186



jest i M�^Tk ���!k!1 M� v L1(P)a spe
iálnì platí EM� = limk!1EM�^Tk :Ov¹em rovnost EM�^Tk = EM0, k � 1, je okam¾itým dùsledkem vìty o \optio-nal sampling" a omezenosti �, tak¾e tvrzení nyní plyne z lemmatu C.3 a inklusefMt; t � 0g � T . Q.E.D.Poznámka C.1. (a) Je u¾iteèné si pov¹imnout, ¾e lemmata C.2 a C.3 ani jeji
hdùkazy nezávisí na tom, zda �ltra
e splòuje pøedpoklad (UC).(b) Z lemmatu C.4 spe
iálnì plyne, ¾e omezené zprava spojité lokální martin-galy jsou v¾dy martingaly. Obe
nìji, zprava spojitý lokální martingal, pro nìj¾ jesupt�0Mt integrovatelná náhodná velièina, je (stejnomìrnì integrovatelný) mar-tingal. Naopak upozornìme, ¾e stejnomìrná integrovatelnost lokálního martingaluM sama o sobì není postaèují
í k tomu, aby M byl martingal, a to ani pro Mspojitý.81(
) Buï M spojitý lokální martingal, M0 = 0. Díky spojitosti trajektorií je�k = infft � 0; jMtj = k g; k � 1;lokalisují
í posloupnost markovský
h èasù. Pøitom jsou (M�^�k), k � 1, omezenélokální martingaly, tedy martingaly. V pøípadì spojitý
h lokální
h martingalù lzetedy pøejít k martingalùm kanoni
kým zpùsobem, volbou lokalisují
í posloupnosti(�k).Dùkaz lemmatu C.2. Buï M lokální martingal se spojitými trajektoriemitakový, ¾e hMi1 2 L1(P) a M0 = 0. U¾ijme obrat z poznámky C.1(
) a polo¾meRk = infft � 0; jMtj = k g ^ infft � 0; hMit = kg:Vzhledem ke spojitosti trajektorií pro
esù M a hMi je (Rk) lokalisují
í posloup-nost markovský
h èasù. Lokální martingaly (MRk^t), (M2Rk^t � hMiRk^t), k 2 N ,jsou zøejmì omezené, podle lemmatu C.4 jsou proto stejnomìrnì integrovatelný-mi martingaly. Z martingalové konvergenèní vìty plyne existen
e náhodné velièinyMRk 2 L1(P) takové, ¾eMRk^t ���!t!1 MRk v L1(P) a P-skoro jistì81Odpovídají
í pøíklady nejsou úplnì jednodu
hé, jeden je naznaèen v I. Karatzas, S. Shreve:op. 
it., Example 3.3.36, jiný je uveden v knize M. Meyer: Continuous sto
hasti
 
al
ulus withappli
ations to �nan
e, Chapman & Hall/CRC, Bo
a Raton 2001, Example I.8.a.6.187



a M2Rk^t � hMiRk^t ���!t!1 M2Rk � hMiRk v L1(P) a P-skoro jistì:To implikujeE�M2Rk � hMiRk� = limt!1 E�M2Rk^t � hMiRk^t� = E�M20 � hMi0� = 0;odtud EM2Rk = EhMiRk � EhMi1: (4)Dále, E supt�0M2t = limk!1E sup0�t<RkM2t = limk!1E supt�0 M2Rk^t � 4 lim supk!1 EM2Rk� 4EhMi1; (5)kde jsme postupnì u¾ili Leviho vìtu o monotonní konvergen
i, Doobovu maximálnínerovnost a odhad (4). Je-li � libovolný omezený markovský èas, pak díky (5)dostaneme EM2� � E supt�0 M2t � 4EhMi1 <1 (6)a ��M2� � hMi��� � supt�0M2t + hMi1 2 L1(P): (7)Mno¾ina V = �M�; � omezený markovský èas	je omezená v L2(P) vzhledem k (6), spe
iálnì i stejnomìrnì integrovatelná. Soubornáhodný
h velièin �M2� � hMi�; � omezený markovský èas	má podle (7) integrovatelnou majorantu, je proto také stejnomìrnì integrovatelný.Lemma C.4 implikuje, ¾eM iM2�hMi jsou stejnomìrnì integrovatelné martingaly.L2-omezenost M plyne ihned z L2-omezenosti mno¾iny V . Q.E.D.Dále si ujasníme, ¾e vzájemná varia
e nezávislý
h martingalù je nulová.Lemma C.5. Buïte (Jt)t�0 a (Ht)t�0 �ltra
e v F , M , N pro
esy se spojitýmitrajektoriemi takové, ¾e M je lokální (Jt)-martingal, N lokální (Ht)-martingal.Polo¾me Kt =Jt _Ht, t � 0. Ne
h» jsou �-algebry J1 a H1 nezávislé. Potomjsou M , N a MN lokální (Kt)-martingaly. Spe
iálnì,hM;Ni = 0; hM +Ni = hMi+ hNi:188



(Pøipomeòme, ¾e znaèíme J1 = Wt�0Jt, podobnì pro H1.) Dùkaz lemmatuC.5 plyne ihned z de�ni
e uva¾ovaný
h pojmù a z následují
ího tvrzení.Lemma C.6. Ne
h» je (
;F ;P) pravdìpodobnostní prostor,J aH buïte sub-�-algebry F , X;Y : 
 �! R integrovatelné náhodné velièiny. Ne
h» jsou �-algebryJ _ �(X) a H _ �(Y ) nezávislé. PotomE�XY ��J _H � = E(XjJ )E(Y jH ) P-skoro jistì.Dùkaz. Staèí ovìøit, ¾eZC XY dP = ZC E(XjJ )E(Y jH ) dP (8)pro ka¾dou C 2 J _H , nebo» integrand vpravo je zøejmì J _ H -mìøitelný.(Pov¹imnìme si, ¾e konvergen
e obou integrálù ve formuli (8) je zøejmá díky integ-rovatelnosti a nezávislosti X, Y , respektive nezávislosti �-algeber J , H .) Ne
h»je mno¾ina C nejprve tvaru C = J \H, J 2J , H 2H . PakZC E(XjJ )E(Y jH ) dP = Z
 1J1HE(XjJ )E(Y jH ) dP= Z
 E(1JXjJ )E(1HY jH ) dP= Z
 E(1JXjJ ) dP Z
 E(1HY jH ) dP= E(1JX)E(1HY ) = E(1J1HXY )= ZC XY dP;pøedpoklad o nezávislosti jsme u¾ili ve tøetí a páté rovnosti. Polo¾meS = �C 2J _H ; pro C platí (8)	:Snadno se nahlédne, ¾e S je �-aditivní systém, který obsahuje, jak jsme právìukázali, systém v¹e
h mno¾in tvaru J \ H, J 2 J , H 2 H , uzavøený na ko-neèné prùniky a generují
í J _H . Dokazované tvrzení tedy plyne z Dynkinovalemmatu.82 Q.E.D.Na závìr pøipomeòme Kunita-Watanabeho nerovnost:82Cf. J. ©tìpán: Teorie pravdìpodobnosti, A
ademia, Praha 1987, Tvrzení I.1.5.189



Tvrzení C.7. Buïte M , N spojité lokální martingaly. Oznaème VhM;Ni náhod-ný pro
es de�novaný pøedpisemVhM;Ni(t; !) = varia
e funk
e hM;Ni(!) na intervalu [0; t℄:Potom P-skoro jistì platíZ t0 jHKj dVhM;Ni � �Z t0 H2 dhMi�1=2�Z t0 K2 dhNi�1=2; (9)kdykoliv jsou H a K mìøitelné pro
esy a t 2 [0;1℄.Pov¹imnìme si, ¾e v nerovnosti (9) vystupují pouze Lebesgueovy integrály, tak¾emìøitelnost trajektorií je jediný relevantní pøedpoklad o pro
ese
h H a K; tvrzeníC.7 je ov¹e
h netriviální pouze tehdy, je-li pravá strana v (9) koneèná. Z nerovnosti(9) plyne slab¹í, ale mnohdy postaèují
í odhad����Z t0 HK dhM;Ni���� � �Z t0 H2 dhMi�1=2�Z t0 K2 dhNi�1=2; t � 0;integrál vlevo má smysl, pokud je pravá strana koneèná. Volbou H = K = 1[s;t℄ znìj získáme nerovnost��hM;Nit � hM;Nis�� �phMit � hMis phNit � hNis: (10)B. Trajektorie martingalu. V kapitole 4 budeme uva¾ovat martingaly, o jeji
h¾trajektorií
h nebude a priori ni
 známo; následují
í záva¾ná vìta v¹ak ukazuje, ¾elze v¾dy pøedpokládat, ¾e martingal má { a¾ na modi�ka
i { trajektorie dosti regu-lární. Nadále pra
ujme na libovolné pevnì zvolené sto
hasti
ké basi (
;F ; (Ft);P)s �ltra
í splòují
í (UC).Vìta C.8.Ka¾dý (Ft)-martingal má modi�ka
i, její¾ P-skoro v¹e
hny trajektoriejsou spojité zprava na R+ .Lze ukázat, ¾e modi�ka
e zaruèená vìtou C.8 má P-skoro v¹e
hny trajektorieregulované,83 to jest spojité zprava a mají
í v ka¾dém bodì z ℄0;1[ limitu zleva.8483V angliètinì se název regulated u¾ívá v literatuøe o obyèejný
h diferen
iální
h rovni
í
h, vpravdìpodobnostní literatuøe pøevládl akronym 
�adl�ag, pøevzatý z fran
ouz¹tiny. Obe
nì pøijíma-ný èeský název neexistuje.84Dùkaz vìty C.8 u¾ívá jen základní vlastnosti (sub)martingalù, je v¹ak ponìkud zdlouhavý.Lze ho nalézti napø. v I. Karatzas, S. Shreve: op. 
it., Theorem 1.3.13.190



Apendix D. Gronwallovo lemmaNásledují
í jednodu
há, ale veli
e dùle¾itá nerovnost je známa jako Gronwallovolemma.Vìta D.1. Buïte I � R interval, s 2 I, " > 0. Ne
h» jsou %; � : I �! R+nezáporné funk
e, � spojitá, % 2 L1lo
(I) lokálnì integrovatelná. Ne
h»8t 2 I �(t) � "+ ����Z ts �(�)%(�) d�����: (1)Potom 8t 2 I �(t) � " exp�����Z ts %(�) d������ :Spe
iálnì, je{li 8t 2 I �(t) � ����Z ts �(�)%(�) d�����; (2)pak � = 0 na I.Pøipomeòme, ¾e lokální integrovatelnost znamená: pro libovolný kompaktK � Ije RK % d� <1.Dùkaz. Bez �ujmy na obe
nosti uva¾ujme pøípad t � s, podle pøedpokladu (1)platí �(t)%(t) � %(t)�"+ Z ts �(�)%(�) d��;tedy �(t)%(t)"+ R ts �(�)%(�) d� � %(t): (3)Jeliko¾ �% 2 L1lo
(I) a jmenovatel je vìt¹í nebo roven " > 0, lze nerovnost (3)integrovat: Z vs �(t)%(t)"+ R ts �(�)%(�) d� dt � Z vs %(t) dt; v 2 I; v � s:Pro libovolné v 2 I, v � s, má integrand vlevo na intervalu [s; v℄ absolutnì spojitouprimitivní funk
i log�"+ Z :s �(�)%(�) d�� 2 AC([s; v℄);tudí¾ log�"+ Z vs �(�)%(�) d��� log " � Z vs %(t) dt:191



Odtud "+ Z vs �(�)%(�) d� � " exp�Z vs %(t) dt�a dokazovan�e tvrzení plyne u¾itím (1). Jestli¾e pøedpokládáme (2), pak je (1) spl-nìno s libovolným " > 0, proto pro ka¾dé t 2 I platí�(t) � " exp�����Z ts %(�) d������s libovolnì malým " > 0, to u¾ zøejmì implikuje nulovost �. Q.E.D.
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Apendix E. Fundamentální mati
eV tomto appendixu uvedeme základní poznatky o existen
i a struktuøe øe¹ení(deterministi
ký
h) lineární
h diferen
iální
h rovni
.Buï I � R libovolný interval, A 2 L1lo
(I; M m�m), b 2 L1lo
(I;Rm). Uva¾ujmelineární diferen
iální rovni
i tvaru_x = A(t)x+ b(t); (1)kde _x znaèí deriva
i dxdt . Øe¹ením rovni
e (1) rozumíme mìøitelnou funk
i x : I �!Rm takovou, ¾e A(�)x(�) 2 L1lo
(I;Rm) ax(t) = x(s) + Z ts A(r)x(r) dr+ Z ts b(r) drpro v¹e
hna t; s 2 I. Uvá¾iv¹e vlastnosti Lebesgueova integrálu ihned nahlédneme,¾e funk
e x je øe¹ením rovni
e (1), právì kdy¾ x 2 AClo
(I;Rm) a platí_x(t) = A(t)x(t) + b(t) pro �-skoro v¹e
hna t 2 I: (2)Ne
h» jsou pevnì dána s 2 I a y 2 Rm . Øe¹ení x rovni
e (1) splòují
íx(s) = y (3)nazýváme øe¹ením s poèáteèní podmínkou (3). To jest, x øe¹í úlohu (1), (3), právìkdy¾ x(t) = y + Z ts A(r)x(r) dr+ Z ts b(r) dr; t 2 I: (4)Poznámka E.1 (terminologi
ká). (i) Právì de�novaným øe¹ením se v theoriiobyèejný
h diferen
iální
h rovni
 øíká absolutnì spojitá nebo Carathéodoryho øe¹ení.Klasi
kým øe¹ením (1), (3) se pak rozumí spojitì diferen
ovatelná funk
e x : I �!Rm splòují
í x(s) = y a rovnost (2) pro v¹e
hna t 2 I.(ii) Nìkdy je u¾iteèné pova¾ovat za øe¹ení úlohy (1), (3) funk
i de�novanou jenna nìjakém intervalu J � I, J 3 s, vyhovují
í rovnosti (4) pro ka¾dé t 2 J . Øe¹eníse potom nazývá maximální, není-li restrik
í jiného øe¹ení. Za na¹i
h pøedpokladùjsou v¹ak maximální øe¹ení v¾dy de�nována na 
elém intervalu I. Nebude-li protopøímo øeèeno jinak, jsou uva¾ována pouze øe¹ení s de�nièním oborem I.Nejprve ovìøíme, ¾e øe¹ení rovni
e (1) existují.193



Vìta E.1. Pro libovolná s 2 I, y 2 Rm existuje právì jediné øe¹ení x úlohy (1),(3).Poznámka E.2. Porovnejme vìtu E.1 s existenèní vìtou 2.1 pro sto
hasti
kédiferen
iální rovni
e. Øe¹ení rovni
e (1) jsou de�nována ve shodì s tím, jak jsme vde�ni
i 2.1 zavedli øe¹ení sto
hasti
ký
h diferen
iální
h rovni
. Polo¾íme-lif : I � Rm �! Rm ; (t; x) 7�! A(t)x+ b(t);je tudí¾ problém (1), (3) spe
iálním pøípadem sto
hasti
ké diferen
iální rovni
edx = f(t; x) dt; x(s) = y:Pøedpoklad (II) lips
hitzovskosti v prostorové promìnné z vìty 2.1 je (na kom-paktní
h intervale
h v I) triviálnì splnìn, je-li A lokálnì omezená, pøedpoklad (I)lineárního rùstu je splnìn, pokud jsou A i b lokálnì omezené (
o¾ lze po¾adovatbez pøíli¹né újmy na obe
nosti). Ani za tì
hto dodateèný
h pøedpokladù v¹ak vìtaE.1 nevyplývá z vìty 2.1: øe¹itelnost sto
hasti
ké diferen
iální rovni
e jsme dokázalina intervale
h tvaru [s; s+ T ℄, 
o¾ je vzhledem k po¾adavku adaptovanosti øe¹enídosti pøirozené omezení, zatím
o u rovni
e (1), (3) pro nás bude podstatné (pøi vy-¹etøování regularity fundamentální mati
e), ¾e s mù¾e být libovolným, i vnitøním,bodem intervalu I.Dùkaz vìty E.1 zalo¾íme na Bana
hovì vìtì o pevném bodu. (Pøipomeòme jejíznìní: je-li (S; d) úplný metri
ký prostor a f : S �! S kontraktivní zobrazení {to jest, lze nalézti 
 < 1 tak, ¾e d(f(x); f(y)) � 
d(x; y) pro v¹e
hna x; y 2 S {pak existuje jediné x0 2 S splòují
í f(x0) = x0.) Nejprve odvoïme jednodu
hépomo
né tvrzení.Lemma E.2. Buï J � R kompaktní interval a s 2 J . Potom pro ka¾dou funk
i� 2 L1(J) platí lim�!+1 supt2J ����Z ts e��jt�rj�(r) dr���� = 0:Dùkaz. Ne
h» nejprve � 2 AC(J). Potom �-skoro v¹ude existuje deriva
e �0 a�0 2 L1(J). Integrují
e per partes pro t 2 J , t > s odvodíme����Z ts e��(t�r)�(r) dr���� =����h 1� e��(t�r)�(r)its � 1� Z ts e��(t�r)�0(r) dr����� 1� ���(t)� e��(t�s)�(s)��+ 1� Z ts e��(t�r)j�0(r)j dr� 2� k�kL1(J) + 1� k�0kL1(J):194



Analogi
ký výpoèet dává tý¾ odhad i pro t 2 J , t � s. Je-li nyní � 2 L1(J), pakpro ka¾dé " > 0 mù¾eme nalézti � 2 AC(J) splòují
í k� � �kL1(J) < ". Odtud����Z ts e��jt�rj�(r) dr���� � ����Z ts e��jt�rj�(r) dr����+ ����Z ts e��jt�rjj�(r)� �(r)j dr����� ����Z ts e��jt�rj�(r) dr����+ k� � �kL1(J)� 2� k�kL1(J) + 1� k�0kL1(J) + "pro ka¾dé t 2 J , z èeho¾ dokazované tvrzení u¾ snadno plyne. Q.E.D.Dùkaz vìty E.1. 1Æ Nejprve doka¾me jednoznaènost. Buïte K;L � I intervalytakové, ¾e s 2 K \ L, a ne
h» jsou xK : K �! Rm a xL : L �! Rm øe¹ení úlohy(1), (3). Tvrdíme, ¾e xK = xL na K \ L. Vskutku, K \ L je opìt interval a proka¾dé t 2 K \ L platíxK(t) = y + Z ts A(r)xK(r) dr + Z ts b(r) dr;xL(t) = y + Z ts A(r)xL(r) dr + Z ts b(r) dr;tudí¾ xK(t)� xL(t) = Z ts A(r)�xK(r)� xL(r)�dra kxK(t)� xL(t)k � ����Z ts kA(r)k kxK(r)� xL(r)k dr����; t 2 K \ L:Jednoznaènost proto plyne z Gronwallova lemmatu.2Æ Jestli¾e pro ka¾dý kompaktní interval J � I existuje øe¹ení x : J �! Rmúlohy (1), (3), pak existuje i øe¹ení de�nované na 
elém I. Je-li I kompaktní, je tozøejmé. V opaèném pøípadì naleznìme neklesají
í posloupnost fKng kompaktní
hintervalù tak, ¾e s 2 K1 � K2 � � � � % I. Jsou-li xn : Kn �! Rm øe¹ení (1),(3), pak xn = xm na Kn pro v¹e
hna m � n podle bodu 1Æ. Lze tedy de�novatx(t) = xn(t), t 2 Kn, a funk
e x : I �! Rm je zøejmì øe¹ení (1), (3).3Æ Buï tedy I kompaktní interval. Prostor C = C (I;Rm) v¹e
h spojitý
h funk
íf : I �! Rm opatøený normou kfkC = supI kfk je úplný metri
ký prostor. U¾itímlemmatu E.2 naleznìme � > 0 tak, aby85supt2I ����Z ts e��jt�rjkA(r)k dr���� � 12 : (5)85Poznamenejme, ¾e zde není podstatné, zda uva¾ujeme právì Hilbert-S
hmidtovu normu ma-ti
; mù¾e být výhodnìj¹í u¾ívat standardní \operátorovou" normu.195



V prostoru C zaveïme nyní normujjjf jjj = supt2I e��jt�sjkf(t)kRm; f 2 C :Je¾to e���kfkC � jjjf jjj � kfkC pro ka¾dé f 2 C , kde � = max(s � inf I; sup I �s), mají prostory (C ; k � kC ) a (C ; jjj � jjj) tyté¾ 
au
hyovské a tyté¾ konvergentníposloupnosti. Prostor (C ; jjj � jjj) je tedy také úplný metri
ký prostor. Polo¾meKf(t) = y + Z ts A(r)f(r) dr+ Z ts b(r) dr; t 2 I; f 2 C :Jeliko¾ kA(�)f(�)k � kA(�)k supI kfk 2 L1(I);je Kf dobøe de�novaná spojitá funk
e na I. Tedy K : C �! C , ovìøíme, ¾e K jekontrak
e. Buïte f; g 2 C , pakjjjKf � Kgjjj = supt2I e��jt�sjkKf(t)� Kg(t)k= supt2I e��jt�sj



Z ts A(r)�f(r)� g(r)�dr



� supt2I e��jt�sj����Z ts kA(r)kkf(r)� g(r)k dr����� supt2I e��jt�sj����Z ts e�jr�sjkA(r)ke��jr�sjkf(r)� g(r)k dr����� supt2I ����Z ts exp����jt� sj � jr � sj��kA(r)k dr���� jjjf � gjjj= supt2I ����Z ts e��jt�rjkA(r)k dr���� jjjf � gjjj� 12 jjjf � gjjj;v posledním odhadu jsme u¾ili (5). Zobrazení K je tedy kontraktivní a existujejediné x 2 C tak, ¾e x = Kx, to jestx(t) = Kx(t) = y + Z ts A(r)x(r) dr+ Z ts b(r) dr; t 2 I;
o¾ právì znamená, ¾e x je øe¹ení úlohy (1), (3). Q.E.D.196



Vy¹etøujme nyní rovni
i (1) pøedpokládají
e naví
 b � 0, to jest, uva¾ujme rov-ni
i _x = A(t)x: (6)(Rovni
e tvaru (6) se nazývají homogenní.) Polo¾meS = �x 2 AClo
(I;Rm); x je øe¹ení (6)	:Snadno se ovìøíLemma E.3. S je vektorový prostor.Uva¾ujme libovolná øe¹ení x1; : : : ; xk 2 S . Pøipomeòme, ¾e funk
e x1; : : : ; xkse nazývají lineárnì závislé, právì kdy¾ existují konstanty 
1; : : : ; 
k 2 R tak, ¾ekXi=1 j
ij > 0 (7)a kXi=1 
ixi(t) = 0; 8t 2 I: (8)Pøedpokládejme, ¾e existuje t0 2 I tak, ¾ekXi=1 
ixi(t0) = 0pro nìjaké konstanty 
i vyhovují
í (7). Potom je x0 =Pki=1 
ixi øe¹ení rovni
e (6)s poèáteèní podmínkou x0(t0) = 0, podle tvrzení o jednoznaènosti z vìty E.1 jenutnì x0 = 0 na I, to jest, platí (8). To znamená: Jsou-li x1; : : : ; xk 2 S lineárnìnezávislá øe¹ení, potom pro libovolné s 2 I jsou x1(s); : : : ; xk(s) lineárnì nezávislévektory v Rm . Naopak, buïte x1; : : : ; xk 2 S libovolná øe¹ení. Existuje-li s 2 Itakové, ¾e vektory x1(s); : : : ; xk(s) jsou lineárnì nezávislé v Rm , pak jsou nutnìøe¹ení x1; : : : ; xk lineárnì nezávislá v S . Dokázali jsmeLemma E.4. Dimense vektorového prostoru S je m.Jinými slovy, homogenní soustava m lineární
h diferen
iální
h rovni
 má právìm lineárnì nezávislý
h øe¹ení.Buï feigmi=1 kanoni
ká base prostoru Rm , tedyej = �0; : : : ; 1j-té místo; : : : ; 0��; 1 � j � m:197



Zvolme s 2 I libovolnì pevnì, buïte u1; : : : ; um øe¹ení homogenní rovni
e (6)splòují
í uj(s) = ej ; j = 1; : : : ;m:Potom jsou u1; : : : ; um lineárnì nezávislá øe¹ení tvoøí
í basi prostoru S . Polo¾me�(t) � �(t; s) = �u1(t); : : : ; um(t)�; t 2 I;(to jest, j-tý sloupe
 mati
e � je tvoøen právì øe¹ením uj). M m�m -hodnotová funk
e� se nazývá fundamentální mati
e rovni
e (6). Mati
e �(t) je regulární pro ka¾dét 2 I (nebo» má lineárnì nezávislé sloup
e) a zøejmì platí� 2 AClo
(I; M m�m); (9)_�(t) = A(t)�(t) pro �-skoro v¹e
hna t 2 I; (10)�(s) = I: (11)Naopak, je-li � funk
e splòují
í (9){(11), pak její sloup
e tvoøí basi prostoru S .Uvìdomme si té¾, ¾e vztahy (9){(11) jsou ekvivalentní s rovností�(t) = I + Z ts A(r)�(r) dr pro v¹e
hna t 2 I.Buï y 2 Rm libovolný prvek. Polo¾me v(t) = �(t; s)y, potom zøejmì v(s) = y,v 2 AClo
(I;Rm) a platí_v(t) = _�(t)y = A(t)�(t)y = A(t)v(t)pro �-skoro v¹e
hna t 2 I, tedy v je øe¹ení úlohy (6) s poèáteèní podmínkou (3).Libovolné øe¹ení homogenní rovni
e lze tudí¾ representovat pomo
í fundamentálnímati
e a poèáteèní podmínky.Mati
e � je závislá na zvoleném poèáteèním èase s. Zvolme s; t0 2 I libovolnì,potom �(t; t0) = �(t; s)��1(t0; s) pro v¹e
hna t 2 I:Polo¾íme-li toti¾ 	(t) = �(t; s)��1(t0; s), pak zøejmì 	 2 AClo
(I; M m�m), 	(t0) =I a _	(t) = _�(t; s)��1(t0; s) = A(t)�(t; s)��1(t0; s) = A(t)	(t)pro skoro v¹e
hna t 2 I. Je proto 	 fundamentální mati
e rovni
e (6) odpovídají
ívolbì poèáteèního èasu t0, 	 = �(�; t0). Pøe
hod k jinému poèáteènímu èasu je tedysnadný, tak¾e promìnnou s v oznaèení fundamentální mati
e zpravidla nevyznaèu-jeme.Dále si uvìdomme: 198



Lemma E.5. Je-li � fundamentální mati
e rovni
e (6), pak ��1 2 AClo
(I;M m�m).Dùkaz. Mati
e � je regulární a její prvky jsou lok�aln�e absolutnì spojité funk
e,proto je det� 2 AClo
(I) a det�(t) 6= 0, t 2 I. Podobnì detDij 2 AClo
(I), kdeDij(t) je mati
e vzniklá z �(t) vyne
háním i-tého øádku a j-tého sloup
e. Je-li Kkompakt v I, pak existuje konstanta 
 > 0 taková, ¾e j det�(t)j � 
 pro v¹e
hnat 2 K. To znamená, ¾e funk
e �ij , de�nované pøedpisem�ij : I �! R; t 7�! (�1)i+j detDji(t)det�(t) ; 1 � i; j � m;jsou lokálnì absolutnì spojité na I. Je ov¹em dobøe známo, ¾e ��1(t) = ��ij(t)�mi;j=1.Q.E.D.Nyní se vra»me k poèáteèní úloze pro nehomogenní rovni
i_x = A(t)x+ b(t); (1)x(s) = y; (3)kde stále pøedpokládáme, ¾e A 2 L1lo
(I; M m�m) a b 2 L1lo
(I;Rm). Je-li � = �(�; s)fundamentální mati
e homogenní rovni
e_x = A(t)xodpovídají
í zadání poèáteèní podmínky v èase s, pak má (jediné) øe¹ení problému(1), (3) tvar x(t) = �(t)y + Z ts �(t)��1(r)b(r) dr; t 2 I: (12)Vztah (12) se tradiènì nazývá formule pro varia
i konstant. Ze vzor
e (12) plyne,¾e fundamentální mati
e umo¾òuje nalézti libovolné øe¹ení i pro nehomogenní úlo-hu; jeho dùkaz je pøitom z
ela pøímoèarý: vzhledem k lokální integrovatelnosti b,vlastnostem � a lemmatu E.5 je ihned vidìt, ¾e funk
e x, de�novaná vztahem (12),je lokálnì absolutnì spojitá, x(s) = y, a snadno se spoète, ¾e_x(t) = _�(t)y + _�(t) Z ts ��1(r)b(r) dr+ �(t)��1(t)b(t)= A(t)�(t)y + A(t)�(t) Z ts ��1(r)b(r) dr+ b(t)= A(t)��(t)y + Z ts �(t)��1(r)b(r) dr�+ b(t)= A(t)x(t) + b(t) 199



pro �-skoro v¹e
hna t 2 I.Úkol øe¹it lineární diferen
iální rovni
i (1) jsme tedy pøevedli na problém naleze-ní fundamentální mati
e pøíslu¹né rovni
e homogenní. Uká¾eme nyní dva dùle¾itépøípady, kdy lze fundamentální mati
i buï expli
itnì spoèísti, nebo alespoò repre-sentovati zpùsobem, který umo¾òuje vy¹etøovat její vlastnosti.Pøíklad E.1. Uva¾ujme 1-dimensionální pøípad_x = a(t)x;kde a 2 L1lo
(I); zvolme s 2 I, potom je�(t; s) = exp�Z ts a(r) dr� ; t 2 I;fundamentální øe¹ení: zøejmì � 2 AClo
(I), �(s) = 1 a_�(t) = exp�Z ts a(r) dr�a(t) pro �-skoro v¹e
hna t 2 I:Tedy v jednodimensionálním pøípadì má øe¹ení nehomogenní rovni
e_x = a(t)x+ b(t); x(s) = yvyjádøeníx(t) = exp�Z ts a(r) dr� y + Z ts exp�Z ts a(�) d�� exp�� Z rs a(�) d�� b(r) dr= exp�Z ts a(r) dr� y + Z ts exp�Z tr a(�) d�� b(r) dr:Ví
edimensionální pøípad (tj. pøípad soustavy rovni
) takto jednodu¹e øe¹it nelze;dobrý popis fundamentální mati
e je v¹ak k disposi
i pro rovni
e autonomní s mati
íA(t) � A 2 M m�m nezávislou na t 2 I. Nejprve zaveïme potøebné oznaèení. Promati
i B 2 M m�m polo¾me eB = 1Xn=0 Bnn! :(B0 je de�nováno jako identi
ká mati
e, B0 = I.) Øada vpravo je absolutnì kon-vergentní v prostoru M m�m , je¾to1Xn=0 kBnkn! � 1Xn=0 kBknn! � ekBk <1:200



Snadno se ovìøí, ¾e �eB�� = eB� :Jsou-li B;C 2 M m�m komutují
í mati
e, BC = CB, potom elementární výpoèetuká¾e eB+C = eBeC = eCeB ; CeB = eBC: (13)Vztah (13) má dva dùle¾ité dùsledky:(i) Mati
e eB je v¾dy regulární: (eB)�1 = e�B ;(ii) jsou-li s; t 2 R, pak e(s+t)B = esBetB .Pøíklad E.2. Buï A 2 M m�m , vy¹etøujme homogenní diferen
iální rovni
i_x = Ax: (14)Polo¾me �(t) = �(t; s) = eA(t�s); t 2 R;snadno se ovìøí, ¾e �(s) = I, � je spojitì diferen
ovatelná funk
e na R a_�(t) = ddt �eA(t�s)� = AeA(t�s) = eA(t�s)A; t 2 R:Jest tedy � fundamentální mati
e rovni
e (14) a vzore
 pro varia
i konstant pronehomogenní rovni
i _x = Ax+ b(t); x(s) = ynabývá tvaru x(t) = eA(t�s)y + Z ts eA(t�r)b(r) dr:Fundamentální mati
e etA je de�nována nekoneènou øadou. Naznaèíme nyní, jakje mo¾no vyjádøiti mati
i etA expli
itní formulí, známe-li Jordanùv kanoni
ký tvarmati
eA. Víme, ¾e existuje regulární mati
eH 2 M m�m(C ) (obe
nì s komplexnímiprvky i pro A reálnou) tak, ¾e A = HQH�1s blokovì diagonální mati
í Q = 0B�Q1 : : : 0... . . . ...0 : : : Q�1CA ;
201



kde Qj jsou Jordanovy buòkyQj = 0BBBB��j 1 0 : : : : 00 �j 1 : : : : 0... . . . ...0 : : : : : : : : : �j 10 : : : : : : : : : 0 �j
1CCCCAa �1; : : : ; �� 2 C vlastní èísla mati
e A (ne nutnì rùzná). (Mati
e Q je urèenajednoznaènì a¾ na poøadí blokù Q1; : : : ; Q�.) Je zøejmé, ¾eeAt = 1Xn=0 tnn!An = 1Xn=0 tnn!�HQH�1�n = 1Xn=0 tnn!HQnH�1= HeQtH�1:Mati
e Q je blokovì diagonální,Qn = 0B�Qn1 : : : 0... . . . ...0 : : : Qn�1CA ; n � 1;proto eQt = 0� eQ1t : : : 0... . . . ...0 : : : eQ�t1A :Nyní 
h
eme nalézti mati
i eQjt; pøedpokládejme, ¾e Qj je mati
e typu s � s pronìjaké s � m. Pi¹me Qj = �jI + U , kde U 2 M s�s je mati
e s prvky 1 v prvnídiagonále nad hlavní diagonálou a s ostatními prvky nulovými. OznaèmeUn = �u[n℄ij �si;j=1 ;induk
í se snadno spoèteu[n℄ij = � 1; i+ n = j;0 jinak; n � 0; 1 � i; j � s:(Neformálnì: mati
e U2 má jednièky v druhé diagonále nad hlavní diagonálou ajinde nuly, : : : , Us�1 má jednièku v pravém horním rohu a jinde nuly a Us =Us+1 = � � � = 0.). Mati
e �jI a U komutují, protoetQj = e�jtIetU = e�jtetU :202



Podle de�ni
eetU = 1Xn=0 tnn!Un = s�1Xn=0 tnn!Un = 0BBBB� 1 t 12 t2 : : : ts�1(s�1)!0 1 t : : : ts�2(s�2)!... : : : : : : : : : : : ...0 : : : : : : : : : : : 1
1CCCCA ;odtud eQjt = e�jt0BBBB� 1 t 12 t2 : : : ts�1(s�1)!0 1 t : : : ts�2(s�2)!... : : : : : : : : : : : ...0 : : : : : : : : : : : 1

1CCCCA :Doká¾eme-li tedy transformovat mati
i A na Jordanùv kanoni
ký tvar, doká¾eme ispoèísti fundamentální mati
i rovni
e (14).Poznámka E.3. Pøed
hozí výklad by mohl vzbuzovat dojem, ¾e representa
eeAt pomo
í exponen
iály pøíslu¹né mati
e Jordanovy má význam jen pro expli
itnívyjádøení mati
e eAt. Tak tomu vùbe
 není, u¾ proto, ¾e nalézt vlastní èísla mati
eA lze jen ve spe
iální
h pøípade
h. Hlavní u¾ití odvozené representa
e je v tom, ¾eumo¾òuje vy¹etøovat vlastnosti fundamentální mati
e eAt, napøíklad její 
hování provelké èasy, známe-li nìjaké kvalitativní 
harakteristiky spektra mati
e A. Ilustrujmeto na velmi jednodu
hém pøíkladu:86 Ne
h» víme, ¾e Re�j < 0 pro v¹e
hna vlastníèísla mati
e A. Potom 

eAt

 ����!t!1 0;to jest, limt!1 x(t) = 0 pro libovolné øe¹ení x rovni
e (13). Vskutku,

eAt

 � kHk

eQt

kH�1k � kHkkH�1k �Xj=1

eQjt

� 
onst: �Xj=1 ts(j)�1e(Re�j)t ����!t!1 0;kde jsme oznaèili s(j) øád mati
e Qj .Na závìr pøedvedeme, jak lze pro
eduru z pøíkladu E.2 pou¾ít v jednom dùle¾itémspe
iálním pøípadì.86Methody pro nalezení a vy¹etøování fundamentální mati
e jsou podrobnì vylo¾eny v ka¾dédùkladnìj¹í uèebni
i obyèejný
h diferen
iální
h rovni
, 
f. napø. J. Kurzweil: Obyèejné diferen-
iální rovni
e, SNTL, Praha 1978, kapitola 5. 203



Pøíklad E.3. Uva¾ujme rovni
i harmoni
kého os
ilátoru�x+ !2x = 0;kde ! > 0 je kladná konstanta, to jest { ekvivalentnì { systém dvou rovni
_x = v;_v = �!2x: (15)Polo¾me A = � 0 1�!2 0� ;pak je mo¾no (15) pøepsat jako ddt �xv � = A�xv � : (16)Mati
e A má vlastní èísla fi!;�i!g, jejím Jordanovým kanoni
kým tvarem je tedymati
e J = � i! 00 �i!� :Snadno se ovìøí, ¾e A = HJH�1 pro regulární mati
i H danouH = � 12 1412 i! � 14 i!� ; H�1 = � 1 � i!2 2 i! � :Jeliko¾ eAt = H � ei!t 00 e�i!t �H�1; (17)vzav¹e do úvahy rovnost ei!t = 
os!t+ i sin!t platnou pro v¹e
hna t 2 R snadnospoèteme eAt =  
os!t 1! sin!t�! sin!t 
os!t ! :Výpoètu mati
e H se lze vyhnout následují
í úvahou: Díky tvaru systému (16) jedruhá komponenta ka¾dého øe¹ení deriva
í komponenty první, tudí¾ musí platiteAt = �u1(t) u2(t)_u1(t) _u2(t)�204



pro nìjaká (lineárnì nezávislá) øe¹ení u1 a u2. Pøitom ze (17) plyne existen
e kon-stant 
jk 2 C takový
h, ¾e uj(t) = 
j1ei!t + 
j2e�i!t, j = 1; 2. Koe�
ienty 
jksnadno nalezneme z podmínky eA0 = I.Øe¹ení nehomogenní rovni
e�x+ !2x = b(t); x(0) = x0; _x(0) = v0;má podle vzor
e pro varia
i konstant tvar�x(t)v(t)� = eAt �x0v0 �+ Z t0 eA(t�r) � 0b(r)� dr;
o¾ dává x(t) = x0 
os!t+ v0! sin!t+ 1! Z t0 b(r) sin!(t� r) dr:Analogi
ky lze vy¹etøovat rovni
i tlumený
h kmitù�x+ 2
 _x+ !2x = 0 (18)s kladným 
 > 0, ji¾ odpovídá systémddt �xv � = � 0 1�!2 �2
 ��xv � � ��xv � :Charakteristi
ký polynom mati
e � je �2 + 2
�+ !2, oznaème �1, �2 jeho koøeny.Jordanovým kanoni
kým tvarem mati
e � je tedy mati
e��1 00 �2� pro 
 6= !; ��1 10 �1� pro 
 = !:Fundamentální mati
i e�t nyní mù¾eme spoèítat z
ela stejnì, jako v pøípadì 
 = 0;jej�� tvar z�avis�� na konstant�a
h 
 a !. Napøíklad pro tzv. slabý útlum, kdy 0 < 
 < !,dostaneme e�t = e�
t0B� 
os$t+ 
$ sin$t 1$ sin$t��
2$ +$� sin$t 
os$t� 
$ sin$t1CA ;kde klademe $ = �!2 � 
2�1=2. (Podotknìme, ¾e pro �! < 
 < 0 dostanemevýsledek formálnì shodný, ale rovni
e (18) v tomto pøípadì odpovídá nu
enýmkmitùm s rostou
í amplitudou.) 205





Apendix F. Spektrální vìta pro symetri
ké mati
eBuï E koneènìdimensionální unitární prostor87 (nad R nebo C ) se skalárnímsouèinem h�; �i. Pøipomeòme, ¾e skalární souèin de�nuje v E normu kxk = hx; xi1=2a ¾e L (E) znaèíme vektorový prostor v¹e
h lineární
h zobrazení (homomor�smù)v E, I 2 L (E) identi
ké zobrazení. V L (E) zaveïme tzv. operátorovou normuk
kop = sup�k
yk; y 2 E; kyk = 1	; 
 2 L (E):Jak známo,L (E) je okruh, de�nujeme-li násobení jako skládání lineární
h zobraze-ní. (Pokud je pevnì zvolena base N v E, odpovídá superposi
i lineární
h zobrazenínásobení mati
 representují
í
h tato zobrazení vùèi basi N .) Buï p libovolný po-lynom s reálnými koe�
ienty, p(z) = Pmj=1 ajzj , aj 2 R. Pro ka¾dé 
 2 L (E) lzepøirozenì de�novat lineární zobrazení p(
) 2 L (E) pøedpisemp(
) = mXj=1 aj
j:Pro libovolné pevnì zvolené 
 je zobrazení 
 : p 7�! p(
) homomor�smus okruhuv¹e
h reálný
h polynomù do L (E). V tomto apendixu uká¾eme, ¾e pro vhodná
 2 L (E) lze 
 roz¹íøit na homomor�smus vektorového prostoru v¹e
h reálný
hborelovský
h funk
í na R doL (E), tato konstruk
e umo¾òuje jednotným zpùsobemrepresentovat inversní zobrazení ke 
, odmo
ninu 
, projek
e na vlastní vektory apod. Nadto získáme nástroj umo¾òují
í ovìøit mìøitelnost nìkterý
h náhodný
hpro
esù s hodnotami v L (E), obojího u¾íváme ve ètvrté kapitole.De�ni
e F.1. Pravíme, ¾e lineární zobrazení � 2 L (E) je samoadjungované,jestli¾e h�x; yi = hx; �yi pro v¹e
hna x; y 2 E:Zobrazení � se nazývá positivnì semide�nitní (nebo prostì positivní), jestli¾eh�x; xi � 0 pro v¹e
hna x 2 E:V reálný
h prostore
h nìkdy místo o samoadjungovaný
h zobrazení
h hovoøí-me o zobrazení
h symetri
ký
h, v komplexní
h prostore
h o hermitovský
h. Po-znamenejme, ¾e positivní semide�nitnost v komplexní
h prostore
h E implikuje87Pouèení o unitární
h prostore
h lze nalézti tøeba v knize J. Beèváø: Lineární algebra, matfyz-press, Praha 2000, èást VI, její¾ terminologie se budeme dr¾et. Znaèná èást výsledkù probíraný
h vtomto apendixu je v Beèváøovì uèebni
i uvedena, ale s 
íli odli¹nými od na¹i
h, proto se pokusímeo soustavný výklad, inspirovaný knihou P. Halmos: Finite-dimensional ve
tor spa
es, Springer,New York 1987 (a èetná jiná vydání), z ní¾ lze naèerpat dal¹í informa
e.207



samoadjungovanost,88 v reálný
h prostore
h to neplatí. (Protipøíkladem je tøebarota
e o úhel �2 v rovinì R2 .)Pozorování F.1. Buï � 2 L (E), M orthonormální base E a B mati
e zobra-zení � vzhledem k basi M . Potom je � samoadjungované, právì kdy¾ B = B�.Tvrzení lze ovìøit pøímým výpoètem.89 V reálném prostoru E rovnost B = B�znamená, ¾e B je symetri
ká mati
e (rovná se své transponované BT); v komplex-ním prostoru E, ¾e mati
e B = (bij)dimEi;j=1 je hermitovská, to jest B = �BT, kde�B = (�bij) je komplexnì sdru¾ená mati
e.Pøipomeòme, ¾e pro lineární zobrazení � ve vektorovém prostoru V nad tìlesemT de�nujeme vlastní èíslo jako takový prvek h 2 T , pro který existuje vektorv 2 V , v 6= 0 splòují
í �(v) = hv. (To jest, h je vlastní èíslo, pokud Ker(�� hI) 6=f0g.) Ka¾dý vektor z Ker(�� hI) n f0g pak nazýváme vlastní vektor odpovídají
ívlastnímu èíslu h.Tvrzení F.2. Buï � 2 L (E) samoadjungované.(a) Je-li b vlastní èíslo �, pak b 2 R.(b) Jsou-li u; v vlastní vektory � odpovídají
í rùzným vlastním èíslùm, pak u ? v.Dùkaz. Bod (a) je nutno dokazovat jen v komplexním prostoru E. Buï u 6= 0vlastní vektor odpovídají
í b, potombkuk2 = bhu; ui = hbu; ui = h�u; ui = hu; �ui = hu; bui= �bhu; ui = �bkuk2:Tedy b = �b, 
o¾ implikuje b 2 R.Dále, buïte a; b 2 R, a 6= b, vlastní èísla taková, ¾e �u = au, �v = bv. Potomahu; vi = h�u; vi = hu; �vi = bhu; vi;to jest (a� b)| {z }6=0 hu; vi = 0:Nutnì tedy hu; vi = 0 a vektory u a v jsou orthogonální. Q.E.D.Existen
i alespoò jednoho vlastního èísla samoadjungovaného zobrazení nahléd-neme následují
í úvahou.9088To plyne z J. Beèváø: op. 
it., vìta 24.17.89V pøípadì nejasností lze té¾ vyhledat v 
itované Beèváøovì knize dùkaz vìty 29.3.90V komplexním prostoru E lze postupovat jednodu¹eji: ka¾dé lineární zobrazení má alespoòjedno vlastní èíslo, nebo» vlastní èísla jsou právì koøeny 
harakteristi
kého polynomu. V reálnémpøípadì v¹ak existen
e koøenù není a priori jasná.208



Tvrzení F.3. Buï � 2 L (E) samoadjungované. Pak je k�kop nebo �k�kopvlastní èíslo zobrazení �. Je-li � positivnì semide�nitní, nastane první mo¾nost.Dùkaz. Mno¾ina fz 2 E; kzk = 1g je kompaktní, tak¾e lze nalézti y 2 E,kyk = 1 tak, aby k�kop = k�yk. Potom0 � 

�2y � k�k2opy

2 = 
�2y � k�k2opy; �2y � k�k2opy�= k�2yk2 � k�k2oph�2y; yi � k�k2ophy; �2yi+ k�k4opkyk2� J:Uva¾me, ¾e platík�2yk2 � k�2k2op � k�k4op;h�2y; yi = h�y; �yi = k�yk2 = k�k2op; hy; �2yi = k�k2opa kyk2 = 1, tudí¾ J � k�k4op � 2k�k2opk�k2op + k�k4op = 0:Odtud �2y � k�k2opy = �� � k�kopI��� + k�kopI�y = 0:Buï je tedy �� + k�kopI�y = 0, pak je y vlastní vektor pøíslu¹ný vlastnímu èíslu�k�kop, anebo z � �� + k�kopI)y 6= 0, pak je z vlastní vektor pøíslu¹ný vlastnímuèíslu k�kop.Pøedpokládáme-li naví
, ¾e � je positivnì semide�nitní, pak jsou v¹e
hna jehovlastní èísla nezáporná. (Vskutku, je-li a vlastní èíslo, v 6= 0 odpovídají
í vlastnívektor, pak akvk2 = hav; vi = h�v; vi � 0.) Vlastním èíslem zobrazení � mù¾e býttedy jenom k�kop. Q.E.D.Vìta F.4. Buï � 2 L (E) samoadjungované. Potom existuje orthonormální baseprostoru E slo¾ená z vlastní
h vektorù zobrazení �.Dùkaz vìty F.4 provedeme induk
í podle m = dimE. Je-li dimE = 1, zvolmevektor v 2 E s kvk = 1. Potom nutnì �v = av pro nìjaké a 2 R, tak¾e fvg jeorthonormální base sestávají
í z vlastního vektoru.Ne
h» ji¾ je vìta dokázána pro nìjaké m � 1, doka¾me ji pro m + 1. Z tvrzeníF.3 plyne, ¾e existuje vlastní èíslo b 2 R, buï v1 2 E, kv1k = 1 odpovídají
ívlastní vektor. Tvrdíme, ¾e �Lin(v1)�? je �-invariantní podprostor E. Vskutku,buï u 2 �Lin(v1)�?, pakh�u; v1i = hu; �v1i = bhu; v1i = 0;209



to jest �u ? Lin(v1). Podle indukèního pøedpokladu existuje orthonormální basefv2; : : : ; vm+1g v �Lin(v1)�? sestávají
í z vlastní
h vektorù zobrazení �j[Lin(v1)℄? .Snadno se ovìøí, ¾e fv1; v2; : : : vm+1g je hledaná base E. Q.E.D.Uvìdomme si, ¾e mati
e � vùèi basi nalezené ve vìtì F.4 je diagonální; na dia-gonále má (reálná) vlastní èísla zobrazení �.Dùsledek F.5. Buï A symetri
ká mati
e s reálnými prvky. Potom existuje (re-álná) orthonormální mati
e C (to jest, C� = C�1) taková, ¾e mati
e C�AC jediagonální. Ka¾dý sloupe
 mati
e C je vlastním vektorem mati
e A.Dùkaz. Ne
h» je � : Rm �! Rm lineární zobrazení, jeho¾ mati
e vùèi kanoni
kébasi je právì A. Pak je � samoadjungované a podle vìty F.4 existuje orthonormálníbase M slo¾ená z vlastní
h vektorù �; mati
e D zobrazení � vùèi basi M je diago-nální. Buï C mati
e pøe
hodu odM ke kanoni
ké basi, pak D = C�1AC. Sloup
i Cjsou vektory base M , má tedy C orthonormální sloup
e a proto C�1 = C�. Q.E.D.Poznámka F.1. Analogi
ké tvrzení zøejmì platí pro komplexní hermitovskémati
e A: existuje unitární mati
e U tak, ¾e U�AU je diagonální.Buïte �1; : : : ; �r v¹e
hna rùzná vlastní èísla zobrazení �. Polo¾meSp(�) = f�1; : : : ; �rg (spektrum zobrazení �);Vi = Ker(� � �iI); i = 1; : : : ; r;Pi = orthogonální projektor na Vi; i = 1; : : : ; r:Pøipomeòme, ¾e Pi 2 L (E) je zobrazení splòují
í RngPi = Vi, x � Pix ? Vi prov¹e
hna x 2 E. Z vìty F.4 a de�ni
e projektoru se snadno odvodí, ¾eV1 � � � � � Vr = E; rXi=1 Pi = I; (1)podprostory Vi; Vj jsou na sebe kolmé pøi i 6= j aPi samoadjungované; P 2i = Pi; PiPj = 0; 1 � i; j � r; i 6= j: (2)Mù¾eme postupovat napøíklad takto: ne
h» jsou m(1); : : : ;m(r) po øadì (geomet-ri
ké) násobnosti vlastní
h èísel �1; : : : ; �r, to jest m(j) = dimKer(� � �jI). Buïfv11; : : : ; v1m(1); : : : ; vr1; : : : ; vrm(r)g orthonormální base slo¾ená z vlastní
h vekto-rù, �vij = �ivij , i = 1; : : : ; r, j = 1; : : :m(i). Pak Vi = Linfvi1; : : : ; vim(i)g, ka¾déx 2 E má jednoznaèné vyjádøeníx = rXi=1 m(i)Xj=1hx; vijivij210



a projektor Pi je dán vzor
emPi : x 7�! m(i)Xj=1 hx; vijivij :Pozorování F.6. Platí � = rXi=1 �iPi: (3)Dùkaz. Pro libovolné x 2 E dostaneme�x = �� rXi=1 m(i)Xj=1 hx; vijivij� = rXi=1 m(i)Xj=1 hx; viji�vij= rXi=1 �i m(i)Xj=1 hx; vijivij| {z }=Pix = rXi=1 �iPix;jak jsme tvrdili. Q.E.D.Buï f : Sp(�) �! R libovolná funk
e, de�nujme lineární zobrazení f ? � pøed-pisem f ? � : E �! E; x 7�! rXi=1 f(�i)Pix:(Oznaèení f ? � je provisorní, zakrátko ho zjednodu¹íme.) Pro n � 0 polo¾mepn : R �! R, t 7�! tn.Lemma F.7. Ne
h» je � 2 L (E) samoadjungované lineární zobrazení. Potom:(a) Pro libovolnou funk
i f : Sp(�) �! R je f ?� je samoadjungované zobrazení.(b) Je-li naví
 f � 0 nezáporná, je f ? � positivnì semide�nitní.(
) Pro v¹e
hny funk
e f; g : Sp(�) �! R a ka¾dé b 2 R platí(bf) ? � = b(f ? �);(f + g) ? � = f ? � + g ? �;(fg) ? � = (f ? �)(g ? �): (4)Spe
iálnì, lineární zobrazení f ? � a g ? � komutují.(d) Platí p0 ? � = I a p1 ? � = �. 211



Dùkaz. V¹e
hna tvrzení jsou pøímým dùsledkem de�ni
e. Doka¾me na ukázkurovnost (4): (f ? �)(g ? �) = � rXi=1 f(�i)Pi�� rXj=1 g(�j)Pj�= rXi;j=1 f(�i)g(�j)PiPj = rXi=1 f(�i)g(�i)P 2i= rXi=1 f(�i)g(�i)Pi = (fg) ? �;opakovanì jsme u¾ili vztahù (2). Analogi
ky, (b) plyne z následují
ího výpoètu:
(f ? �)x; x� = rXi=1 f(�i)hPix; xi = rXi=1 f(�i)hP 2i x; xi = rXi=1 f(�i)kPixk2 � 0:Nakone
, (d) je pøepisem rovností (1) a (3). Q.E.D.Poznámka F.2. a) Funk
e � : f 7�! f ? � zobrazuje prostor v¹e
h reálný
hfunk
í na Sp(�) doL (E). Lemma F.7(
) praví, ¾e � je homomor�smus vektorový
hprostorù i okruhù. Nìkdy je výhodné � 
hápat jako homomor�smus prostoru v¹e
hreálný
h borelovský
h funk
í na R do L (E).b) Je-li E prostor nad C , mù¾eme lineární zobrazení f ?� de�novat tým¾ pøedpi-sem i pro funk
e f : Sp(�) �! C , opìt jde o homomor�smus vektorový
h prostorùi okruhù; f ? � je v¹ak samoadjungované, právì kdy¾ je f reálná funk
e.Lemma F.8. Buï � 2 L (E) samoadjungované. Ne
h» je p libovolný polynom sreálnými koe�
ienty, p(z) =Pmj=0 ajzj , aj 2 R. Potomp ? � = p(�) � mXj=0 aj�j :Lemma ukazuje, ¾e nová de�ni
e je konsistentní s elementární, budeme protopsát, jak je obvyklé, f(�) místo f ? �.Dùkaz. Vzhledem k lemmatu F.7(
) staèí ovìøit, ¾e pn ? � = �n. Av¹akpn ? � = (p1 � � �p1| {z }n-krát ) ? � = (p1 ? �) � � � (p1 ? �)| {z }n-krát = �n;opìt podle lemmatu F.7(
), (d). Q.E.D.212



Lemma F.9. (a) Pro libovolnou funk
i f : Sp(�) �! R platíkf(�)kop = maxSp(�) jf j = max�jf(�i)j; i = 1; : : : ; r	:(b) Jsou-li fn; f : Sp(�) �! R funk
e splòují
ífn ����!n!1 f na Sp(�);potom limn!1

fn(�)� f(�)

op = 0:Dùkaz. Buï i0 2 f1; : : : ; rg index takový, ¾e jf(�i0)j = max jf j. Potomkf(�)kop � 

f(�)vi01

 = 


 rXi=1 f(�i)Pivi01


 = 

f(�i0)Pi0vi01

= jf(�i0)jkvi01k = jf(�i0)j = maxSp(�) jf j:K dùkazu obrá
ené nerovnosti si pov¹imnìme, ¾ekxk2 = rXi=1 kPixk2; x 2 E:To plyne z (1) a (2), nebo»kxk2 = D rXi=1 Pix; rXj=1 PjxE = rXi;j=1hPix; Pjxi= rXi;j=1hPjPix; xi = rXi=1hP 2i x; xi = rXi=1hPix; Pixi= rXi=1 kPixk2:Analogi
ký výpoèet pak dávákf(�)xk2 = 


 rXi=1 f(�i)Pix


2 = rXi;j=1 f(�i)f(�j)hPix; Pjxi= rXi=1 f(�i)2hP 2i x; xi � �maxSp(�) jf j�2 rXi=1 kPixk2= �maxSp(�) jf j�2kxk2;213



èím¾ je dùkaz (a) zavr¹en. Tvrzení (b) je okam¾itý dùsledek (a). Q.E.D.Pøíklad F.1. Buï � 2 L (E) positivnì semide�nitní samoadjungované lineárnízobrazení. Potom Sp(�) � R+ , tak¾e funk
e p1=2 : t 7�! pt je dobøe de�novánaa nezáporná na spektru zobrazení �. Lze tedy de�novat positivnì semide�nitnísamoadjungované zobrazení p1=2(�), pøitom podle (4) platíp1=2(�)p1=2(�) = (p1=2p1=2| {z }=p1 )(�) = �:Zobrazení p1=2(�) je zvykem znaèit �1=2 èip� a nazývat odmo
ninou zobrazení �.(V øeèi mati
: positivnì semide�nitní symetri
ká mati
e má positivnì semide�nitníodmo
ninu.)Pøíklad F.2. Ne
h» je � 2 L (E) samoadjungované a prosté, tedy 0 =2 Sp(�).Pak je funk
e p�1 : t 7�! t�1 dobøe de�nována na spektru � a jí odpovídají
íoperátor p�1(�) splòujep�1(�)� = p�1(�)p1(�) = (p�1p1| {z }=p0 )(�) = I; �p�1(�) = I:Je tedy p�1(�) = ��1 inversní zobrazení k �.Pøíklad F.3. Buï � 2 L (E) samoadjungované, potom pro � 2 R libovolné1f�g(�) = projektor na Ker(� � �I):Tedy 1f�g(�) = 0 pro � =2 Sp(�), zatím
o pro vlastní èíslo � je 1f�g(�) projektorna podprostor vlastní
h vektorù odpovídají
í
h �.Pøíklad F.4. Buï g 2 L (E;F ), kde E a F jsou koneènìdimensionální unitár-ní prostory. Oznaème g� adjungované lineární zobrazení,91 to jest g� 2 L (F;E)splòuje hgx; yiF = hx; g�yiE pro v¹e
hna x 2 E, y 2 F . Potom je g�g : E �! Esamoadjungované a positivnì semide�nitní, nebo»hg�gx; viE = hgx; gviF = hx; g�gviE;hg�gx; xiE = kgxk2F � 0; x; v 2 E;podle de�ni
e adjungovaného zobrazení.Uva¾ujme lineární zobrazeníg = g1f0g(g�g) : E �! F:91Viz J. Beèváø: op. 
it., Dùsledek 29.6. 214



Tvrdíme, ¾e g = 0. Je-li x 2 E takové, ¾e g�g(x) = 0, pak hg�gx; xiE = kgxk2F = 0,to jest g(x) = 0. Injektivita g tedy implikuje injektivitu g�g, tak¾e pro prosté gnemá g�g vlastní èíslo 0 a 1f0g(g�g) = 0. Pokud g prosté není, pak právì provedenývýpoèet spolu s pøed
hozím pøíkladem ukazují, ¾eRng 1f0g(g�g) = Ker(g�g) � Ker g;proto g1f0g(g�g) = 0.Oznaème S (E) = �
 2 L (E); 
 samoadjungovanégmno¾inu v¹e
h samoadjungovaný
h lineární
h zobrazení v E.S (E) je zøejmì reálnývektorový podprostor v L (E) opatøený metrikou (�; 
) 7�! k�� 
kop.Výsledky tohoto apendixu jsou v kapitole 4 aplikovány nikoliv na pevnì zvolenélineární zobrazení �, ale na progresivnì mìøitelný náhodný pro
es (�t) s hodnotamivS (E). Je-li f borelovská funk
e, lze pro v¹e
hna t a ! de�novat samoadjungovanézobrazení f(�t(!)), není v¹ak zøejmé, zda je i pro
es f(�t) progresivnì mìøitelný.Kladná odpovìï plyne z následují
í vìty:Vìta F.10. Buï f : R �! R borelovská funk
e. Potom je zobrazeníS (E) �! S (E); � 7�! f(�)borelovské.Dùkaz. Staèí ukázat, ¾e pro v¹e
hna x; y 2 E je � 7�! hf(�)x; yi reálná bore-lovská funk
e. Pro f = p0; p1 je dokazované tvrzení jistì pravdivé, pøedpokládejme,¾e ji¾ víme, ¾e � 7�! hf(�)x; yi borelovská pro ka¾dé x; y 2 E; (5)kdykoliv je f polynom stupnì nejvý¹e n. Zvolme libovolnou orthonormální basifvigdimEi=1 v E. Potomh�n+1x; yi = 
�(�nx); y� = D��dimEXi=1 h�nx; viivi�; yE= dimEXi=1 h�nx; viih�vi; yi;funk
e � 7�! h�nx; vii a � 7�! h�vi; yi jsou borelovské podle indukèního pøedpokla-du. Platí tedy (5) i pro polynomy stupnì n+1, tím je vìta dokázána pro libovolnýpolynom f . 215



Buï dále f : R �! R spojitá funk
e, naleznìme polynomy gk : R �! R tak,aby gk �! f pro k ! 1 bodovì na R. Pro ka¾dé � 2 L (E) podle lemmatuF.9(b) platí limk!1 gk(�) = f(�), tudí¾ funk
e � 7�! hf(�)x; yi je borelovská jakobodová limita borelovský
h funk
í. Je-li G � R libovolná otevøená mno¾ina, pakexistují fk 2 C (R) spojité takové, ¾e 0 � fk % 1G na R. To opìt implikuje, ¾efk(�) ����!k!1 1G(�) pro ka¾dé � 2 L (E),tudí¾ i funk
e � 7�! h1G(�)x; yi je borelovská. Systém mno¾inZ = fA 2 B(R); 8x; y 2 E � 7�! h1A(�)x; yi borelovskágje �-aditivní a obsahuje systém v¹e
h otevøený
h mno¾in uzavøený na koneèné prù-niky; podle Dynkinova lemmatu Z = B(R). Okam¾itým dùsledkem je borelovskámìøitelnost funk
e � 7�! hs(�)x; yi, kdykoliv je s : R �! R jednodu
há borelovskáfunk
e.Nakone
 pøedpokládejme, ¾e f je libovolná borelovská funk
e. Jeliko¾ lze naléztijednodu
hé borelovské funk
e sk : R �! R tak, ¾e sk �! f na R pøi k ! 1,mù¾eme dùkaz zavr¹it zøejmým zpùsobem. Q.E.D.
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