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PREDMLUVA

Predkladany text pokryva latku zarazenou do prednasky “Stochastické diferen-
cidlni rovnice”, kterou jsem v uplynulych patnécti letech opakované konal. Casteéné
se dotyka i poznatki vykladanych v prednaskach “Markovské procesy” a “Vybrané
partie ze stochastické analyzy”.

Text je urcen posluchac¢iim, ktefi jiz ivodni kurs stochastické analysy absolvova-
li; charakter vykladu je dan vazbou na prednasku. Nejde o systematickou, o tiplnost
usilujici ucebnici stochastické analysy. Cilem prednasky o stochastickych diferen-
cidlnich rovnicich je poskytnout posluchackdm a posluchac¢im zakladni pouceni
o vybranych pokrocilejsich technikdch a vysledcich stochastické analysy, pricemz
otazky existence a jednoznacnosti feseni stochastickych diferencidlnich rovnic tvori
kostru vykladu. Diikladné je probrana Burkholder-Davis-Gundyho nerovnost, exi-
stence TeSeni rovnic s lokalné lipschitzovskymi koeficienty a markovska vlastnost
téchto feseni, formule variace konstant pro linearni rovnice a jeji elementarni du-
sledky. Dosti zevrubné jsou predstaveny i exponencialni martingaly a rtzné typy
representace spojitych lokalnich martingalii pomoci Wienerova procesu. Vse je tedy
pripraveno pro theorii slabych teseni, jiz vSak z divodi rozsahu nebylo mozno do
textu zaradit. Jadrem vykladu jsou kapitoly 0-3, latka z ostatnich kapitol byla pro
prednasku vybirana s ohledem na predbézné znalosti posluchacek a posluchaci a
téz podle obsahu tivodniho kursu v prislusném roce. Kapitoly 4-7 jsou proto po-
jaty jako v podstaté na sobé nezavislé, i za cenu jisté redundance informaci. Do
apendixt byla odsunuta latka, ktera s vlastnim obsahem pirednasky nesouvisi, je
vSak pro pochopeni diikazti podstatna a pritom se nelze spoléhat, 7e ji studenti
spolehlivé zvladli.

Bylo by vyhodou, kdyby toto skriptum bezprostiedné navazovalo na ucebni text
k tvodni prednasce, ktery chysta pan kolega Hlubinka; bohuzel tento text zatim
existuje jen v roviné intenci.

Koncepce mé prednasky o stochastickych diferencidlnich rovnicich se formovala
pod vlivem néasledujicich znamenitych knih:

A. Friedman: Stochastic differential equations and applications, Vol. 1, Aca-
demic Press, New York 1975,

I. Karatzas, S. E. Shreve: Brownian motion and stochastic calculus, Springer-
Verlag, New York 1988,*

N.V. Krylov: Introduction to the theory of diffusion processes, American
Mathematical Society, Providence 1995.

S prospéchem jsem nahliZel i do ucebnice

M. Meyer: Continuous stochastic calculus with applications to finance, Chap-
man & Hall/CRC, Boca Raton 2001,

*Druhé vydéani, se zménami jen minim&lnimi, vyslo v témZe nakladatelstvi v roce 1991.

iii



jez ovSsem stochastickym diferencidlnim rovnicim sensu stricto neni vénovana. V
uvedenych knihach lze nacerpat hlubsi a soustavnéjsi pouceni o vétsSiné problému
ve skriptu probiranych, jakoz i nalézti odkazy na relevantni ucebnicovou a mo-
nografickou literaturu i ¢asopisecké publikace. V textu literarni reference vétsinou
neuvadim, odkaz je poskytnut jen tam, kde uzivam ¢i uvadim nedokazany vysledek,
anebo v téch necetnych pripadech, kdy je tésné sledovan cizi vyklad.

Cesky psana literatura o stochastické analyse je nehojnid a tomu odpovida i
rozkolisanost ¢eské terminologie. Pro “optional sampling” pak — pokud vim — viibec
cesky ekvivalent neexistuje a zadny vhodny mne nenapadl, s nechuti jsem tedy
nasledoval usus a uzivam anglicky termin v ¢eském textu.

Predbézné znalosti nutné k cetbé textu zahrnuji zdkladni poznatky o Wienero-
v& procesu a o spojitych martingalech (v€etné Doob-Meyerova rozkladu) a theorii
stochastické integrace se spojitym martingalem jako integratorem. Znalost [tovy
formule neni formalné nutna, ale je velmi uziteéna. V ilustrac¢nich ptikladech se
objevi Girsanovova véta, ale v zakladnich partiich textu neni uzivana.**

Podékovani. Kolegtim Danielu Hlubinkovi, Tomasi Hoskovcovi a Martinu Ondre-
jatovi jsem zavazan za Cetné konsultace. Martina Hofmanova a Jan Kaluza peclivé
precetli starsi verse textu a jejich pripominky mi pomohly uvarovat se mnohych
nedopatreni.

Pii praci na skriptu jsem byl podporovan grantem GA CR 201/07/0237.

**Ctenaika nebo étenaf neznali Girsanovovy véty oviem postradaji motivaci ke studiu kapitoly
7 vénované exponencialnim martingalim.
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0. PRUPRAVNE VYSLEDKY

A. Nazvoslovi. Dohodnéme se nejprve na terminologii vztahujici se k ndhodnym
procesum.

Bud (£2,.7, P) pravdépodobnostni prostor, (F, &) métitelny proces. E-hodnotovy
nahodny proces je soubor X = (X;);>0 = (Xy; ¢t > 0) (F, &)-méFitelnych funkei
X; : 2 — FE. Je-li to vhodné, nahliZime na nidhodny proces X téz jako na funkci
X : Ry X2 — F ¢ jako na soubor trajektorii X.(w) : Ry — F,w € 2. Neni-li £
specifikovano, rozumime F = R. Misto o R"-hodnotovém procesu hovoiime zpra-
vidla o n-dimensionalnim nahodném procesu. Proces Y se nazyva modifikace na-
hodného procesu X, jestlize P{X; # Y;} = 0 pro kazdé ¢t > 0. Rekneme, Ze procesy
X a'Y jsou nerozlisitelné, pokud P{w € 2; X;(w) = Yi(w) pro v8echna ¢t > 0} = 1.
Pravime, Ze proces X s hodnotami v metrickém prostoru E je spojity (zprava spoji-
ty), pokud jsou P-skoro v8echny jeho trajektorie spojité (respektive zprava spojité)
funkce z Ry do E. Jsou-li X a Y zprava spojité procesy a Y je modifikace X, pak
jsou X a Y nerozlisitelné.

Filtraci v (£2,.%,P) se nazyva neklesajici systém (.%#;);>o sub-o-algeber .#; kla-
deme .7 = \/,5qF:. O Ctvetici (12, F, (%), P) budeme hovotit jako o stochastické
basi nebo filtrovaném pravdépodobnostnim prostoru. Rekneme, Ze filtrace (.%;) spl-
fiuje predpoklad (UC) (z anglického “usual conditions”), jestlize

Fo 2 {N € Fou P(N) = 0}
a (.F;) je zprava spojitd, to jest

Fr=Fy = ﬂ F, pro kazdé t > 0.
v>t
K libovolné filtraci (.Z,) lze vytvofit obohacenou' filtraci (%), definovanou
T, = ﬂa(ﬁ%UN) prot >0,
>t
kde N = {N € Z,; P(N) = 0}, jez predpoklad (UC) jisté spliuje.
Nahodny proces X s hodnotami v méfitelném prostoru (E, &) se nazyva
(i) (#)-adaptovany, jestlize X, je .Z;-méfitelnd funkce pro kazdé ¢ > 0,
(ii) méFitelny, pokud je funkce
Ry x 2 — F, (s,w) — X (w)
B(Ry) @ .F-méfitelna,
(iii) (.Z;)-progresivné méfitelny, pokud je pro kazdé t > 0 funkce
[0,t] x 2 — E, (s,w) — X (w)
A([0,t]) @ F-méFitelna.

L Anglicky “augmented”, Gesky nézev neni piili§ ustélen.



Je-li filtrace jasna z kontextu, hovotfime prosté o progresivni méritelnosti. Polozme
M ={Ae BR,)D Fs; 14 je progresivné méfitelny proces}.

Potom je .# c-algebra (zvana c-algebra progresivné méfitelnych mnozin) a R?-
hodnotovy proces X je progresivné méritelny, pravé kdyz je zobrazeni (t,w) ——
Xi(w) A-mé&Fitelné. P¥ipomenme, 7e d-dimensionalni (.%;)-adaptovany proces, je-
hoz vSechny trajektorie jsou zprava spojité, je progresivné meéritelny.

V dal$im budeme pracovat takika vyhradné s filtracemi splitujicimi (UC).? Pii-
jemnym diisledkem piedpokladu (UC) je naptiklad (.%;)-adaptovanost libovolné
modifikace (.%;)-adaptovaného procesu a moznost bez Gjmy na obecnosti piedpo-
kladat, ze vSechny trajektorie spojitého (respektive zprava spojitého) procesu jsou
spojité (zprava spojité).

Umluvine se, 7e d-dimensiondlni proces M = (M*)%_, budeme nazyvat martingal
(lokalni martingal, L?-martingal), je-li kazdy z procesit M?, 1 < i < d, martingal
(respektive lokdlni martingal, L2-martingal).

Nahodny proces W nazyvame Wieneriv proces (Browniiv pohyb), jestlize

(i) W(0) = 0 P-skoro jisté,
(ii) W ma4 spojité trajektorie P-skoro jisté,
(iii) W ma nezavislé prirastky, tj. W(t,) — W(tn—1),...,W(t2) — W(ty) jsou
nezavislé ndhodné veliciny, kdykoliv 0 < t; <ty < --- < t,,
(iv) pro vSechna t,s € Ry, t > s, ma ndhodnd veli¢ina W (t) — W (s) rozdéleni
N (0,t —s).
n-dimensionalnfm Wienerovym procesem rozumime n-tici W = (W), nezavis-
Iych Wienerovych procesi. Je-li (.%;) filtrace, nazveme Wieneriv proces W (.%;)-
Wienerovym procesem, pokud je (.%;)-adaptovany a W, — Wy, .Z; jsou nezavislé
pro viechna t,s € Ry, t > s. Kazdy Wienertv proces je ziejmé (.%#)V)-Wieneriv,
kde .Z!V je obohaceni kanonickd filtrace procesu W. (Kanonicka filtrace je mi-
nimalni filtrace, vii¢i niz je proces adaptovany, tedy pro proces W je to filtrace

(c(Wy, 1 < t)>t20')
Vsechny zavedené pojmy lIze s oc¢ividnymi modifikacemi pouzivat i pro procesy
indexované jen vhodnymi podmnozinami Ry .

Na d-dimensionalni procesy miizeme snadno rozsitit pojem stiedni hodnoty, ¢i
obecnéji Lebesgueova integralu. Je-1i (=, 9, u) prostor s miroua f = (f1,..., fn)* €
L'(1; RY) (oznaceni je zavedeno v apendixu A), pak

d
/ fdp= (/ fidﬂ> :
= E i=1
tedy (Lebesguetiv) integral R?-hodnotové funkce je definovan “po slozkach”.

2Ve zdrcujici vétsing pifpadi nebude piedpoklad (UC) podstatny pro platnost vysledki, ale
znacné zjednodusi dikazy.



B. Kvadraticka variace vicedimensionalnich martingald. Umluvme se, 7Ze vSech-
ny vySetfované procesy budou definovany na libovolné pevné zvolené stochastické
basi (2,.7, (%), P) spliwjici (UC); specialné, hovofice o martingalech budeme mi-
nit martingaly vzhledem k (.%;). o-algebru (.%;)-progresivné méfitelnych mnozin
budeme znacit . .

Necht je M = (M%)%_, spojity d-dimensionalni lokalni martingal, My = 0. Po-
lozme?

(M) = <<Mla Mj>>1§i,j§d'

(M) je ztejmé spojity adaptovany My 4-hodnotovy proces s trajektoriemi lokalné
kone¢né variace P-skoro jisté, (M)o = 0. Pro proces (M) se Casto uzivia nézev
tensorova kvadratickd variace, néktefi autori ho znaci (M, M). P¥imo z definice
plyne, 7e MM* — (M) je Myxq4-hodnotovy spojity lokalni martingal. Je-li nadto
M L*martingal, pak je MM* — (M) martingal v M4 a

Ukazme, ze P-skoro jisté plati: (M), — (M))s je symetrickd positivné semidefinitni
matice, kdykoliv ¢ > s > 0. Symetrie je ziejma, positivni semidefinitnost plyne z
nasledujici avahy: pro kazdé z € R? je proces M) = (2, M)pa = Z?Zl 2 M redlny
spojity lokalni martingal, trajektorie jeho kvadratické variace (M (%)) jsou P-skoro
jisté neklesajici, coz implikuje

d d

0= (= (a1, = (3 s0r) = (3 saar’)

i=1 i=1 s
d
— Z (M*, M7y, — (M, M) )z
ij=1

- <<<<M>>t - <<M>>S)Z, Z>Rd

pro viechna t > s > 0. Bud Z C R? spocetna husta podmnozina, pak
P{we 2; ([(M): — (M) ](w)z,2)p, >0 VE>5>0,Vze Z} =1,

odtud naSe tvrzeni jiz plyne. Specidlné, (M), je symetricka positivné semidefinitni
matice pro vSechna t > 0 P-skoro jisté.

PoloZme
d

(M) =Tr (M) =) (M.

i=1

3Vysledky vztahujici se ke kvadratické variaci redlnych martingali jou pfipomenuty v apendixu

C.



Proces (M) je spojity a adaptovany, P-skoro jisté ma neklesajici trajektorie a
(M)o = 0; nazyva se kvadratickd variace lokdlnfho martingalu M. Proces || M ||* —
(M) je lokalni martingal, protoZe

d

1M = (M) = Y (IM°f — (M)

i=1

a |M%|? — (M?) jsou lokalni martingaly podle definice (M?). Pro L?-martingal M je
|M|? — (M) dokonce martingal a E||M||> = E(M), t > 0. Specidlné je tomu tak,
pokud E(M)., < oo; v takovém piipadé jsou navic M a || M||* — (M) stejnomérné
integrovatelné martingaly, jak ukazuje lemma C.2.

Povsimnéme si, 7Ze (M) € ACioc(Ry;Myxa) P-skoro jisté, pravé kdyz (M) €
AC)oe(Ry) P-skoro jisté. Jedna implikace je zfejmd, predpokladejme tedy, ze (M)
ma lokalné absolutné spojité trajektorie. Podle Kunita-Watanabeho nerovnosti (viz
formule (C.10)) a definice (M) pro libovolna 1 < i,j < d plati

(00 M9), — a7 A < (% — ) () = ()Y

< (M) —(M)s, t>s>0,

P-skoro jist&, tedy lokalni absolutni spojitost trajektorii (M¢, M7) plyne piimo z
definice absolutni spojitosti.

Prilezitostné budeme uzivat vzajemnou variaci dvou spojitych lokalnich martin-
galtt M a N v R?, zavedenou piedpisem

<<M7 N>> = ((sz Nj>>1§i,j§d'

S redlnym procesem (M) se pracuje pohodlnéji neZ s maticovym procesem (M),
proto si nyni odvodime uzite¢nou representaci tensorové kvadratické variace.

Pripomenme, 7e funkce f : Ry — R lokalné kone¢né variace je, pro libovolné
pevné T' > 0, distribu¢ni funkei znaménkové miry pir na o-algebte ([0, T1). Je-li
f dokonce neklesajici, 1ze p; uvazovat jako (obecné o-konenou) nezapornou miru
na A(Ry ). Neni-li nebezpedi nejasnosti, budeme psat df misto dus. Opakované
vyuzijeme nasledujici jednoduchy poznatek o znaménkovych mirach.

Pozorovani 0.1. Bud J C R kompaktni interval a v (konecnd) znaménkovd
mira na AB(J) takovd, Ze v(I) > 0 pro kazdy interval I C J otevieny v J. Potom
je v mezdpornd mira.

Specidlné: v = 0, jestlize v(I) = 0 pro kazdy interval I C .J otevieny v .J.

Dtikaz. Necht je v = vt — v~ Jordaniiv rozklad znaménkové miry v. Z piedpo-
kladu pozorovani ihned plyne, Ze v(G) > 0 pro kazdou otevienou mnozinu G v .J,



to jest, v (G) > v~ (@) pro kazdou otevienou G. Konetné miry v+ a v~ jsou jisté
regularni,

vT(B) =inf{v*(G), G D B oteviend}, v~ (B)=inf{v (G), G D B otevieni}

pro kazdou B € #(J). Odtud v+ (B) > v~ (B), B € %#(J), takze v je nezaporna
mira. Q.E.D.

Bud nejprve M spojity d-dimensionalni L?-martingal, My = 0. Zvolme i,j €
{1,...,d}, i < j,aproT > 0 zatim pevné definujme mnozinové funkce p;; a pu na
A(]0,T]) @ Zp predpisem

() = [ [ 406, )]
7 (1)
;I,(A) = E|:/0 1A(s,w) dN(M)(w)(S):|

(Proménnou w nebudeme v dal$im zpravidla vyznacovat explicitné.) Definice je
korektni: P¥edné, pro libovolné A € #([0,T]) @ #r podle Kunita-Watanabeho

nerovnosti
T 1/2 T
< (/ 14 dM(Mi>> </ 14 du<Mj>>
0 0

T

S/O Ladpny < (M) (2)

1/2

T
‘/ Ladpari iy
0

P-skoro jisté. Dale, funkce

“’H/o 1a(s,w) (M, M) (w), wr— / La(s,w) d(M),(w)  (3)

jsou Zp-métitelné. To je ofividné pro mnoziny A tvaru A = [a,b] x C, 0 < a < b,
C € Zp, jezto pro né

/0 Ly (M M) = 10 {(M*, M7), — (M, M), }

a analogicky pro druhou z funkci (3); ditkaz proto snadno zavrsime uzitim Dynki-
nova lemmatu.* Odhad (2) nyni zajistuje, Ze funkce (3) jsou integrovatelné a plati

i (4)] < p(4) <EQM)r <o, A€ B(0.T)) 0 Fr. (4)

4Viz J. Stépén: Teorie pravdépodobnosti, Academia, Praha 1987, Tvrzen{ I.1.5.



(Posledni z nerovnosti (4) plyne z L?-integrovatelnosti ndhodné veli¢iny Mr.) Uzi-
vajice (4) presvédéime se snadno, Ze p;; je znaménkova mira a p je kone¢na mira
na A([0,T]) @ .Zr a ze p;; je absolutné spojita vzhledem k p, p;; < p.

Oznalme #p restrikci o-algebry .# na [0, T] x £2. Pochopitelné .#p C £(]0,T])®
Fr a pij jako znaménkova mira na .#p je absolutné spojita vici zuzeni miry p na
Ar. Podle Radon-Nikodymovy véty existuje .#p-méfitelnd funkce o;; 7 € L1(p)
tak, ze

Mz’j(A)Z/AQij,TdM (5)

pro kazdé A € .#r. Integrabilita g;; 7 podle definice miry g znamena

o0 > / |0ij, 1
[0, T]x 2

coz implikuje, Ze 0;;7(-,w) € L'([0,T], pu(ary(w)) pro P-skoro vechna w € £2.
Uvazme nyni, ze proces M*M7J — (M?, M) je martingal, podle definice tudiz pro
libovolna 0 < s < t < T a kazdou mnozinu C' € .%; plati

dp = E [ / o r(o)la(aa).).

/(M;Mg'—(Mi,Mi>t) dP:/(M;Mg—<Mi,Mj>S)dP
C C

neboli

[ tiatg vy ap = [ (@ ary - arap)) e o)
C C

Uziv8e (5) na mnozinu A tvaru A = [s,t[ x C, C' € F, (jez jisté nalezi ., jeliko?
14 je adaptovany zprava spojity proces), dostaneme

E 16 (M, M), — (M, 07),)] = iy (I3, % €)
:/ 0ij, 7 dp
[s,t[xC

= E{lo/st giij(r)d(M%}.

Dosadime-li do (6), vidime, Ze proces
M;Mtj—/ Qij,Td<M>, OStST,
0
je martingal. Podle tvrzeni o jednoznacnosti vzajemné variace musi platit

(M, M7 :/ 0i;,7 (M) ma [0,T] P-skoro jisté.
0



7, jednoznacnosti vzajemné variace také plyne, 7e
/ 0ij 7 (M) = / 0i;,u d(M) mna [0,T] P-skoro jisté,
0 0

kdykoliv U > T'. Znaménkové mira (0;,7(-,w)—0i;,v(+»w)) dp(ary ) na 2([0,T]) je
nulova podle pozorovani 0.1 pro P-skoro vSechna w € {2, procez o;;, 7 = 0i5,u H(n)-
skoro v8ude na [0,T] P-skoro jisté. Je tedy ziejmé, 7e lze definovat progresivné
méfitelny proces p;; tak, aby

P{<Mian>t = /t 0ij(r)d(M), Vit > 0} =1.

Predvedenou tivahu miizeme provésti pro libovolné indexy ¢ < j. Pro 7 > j je
diky symetrii (M)) mozno polozit p;; = 0ji, ziskdme progresivné méfitelny My 4-
hodnotovy proces o0 = (0i;)1<i j<a P-skoro jisté spliwjici o € L] (R4, teenrys Maxa)
a

(M), = /0 o(r)d(M), pro vSechna t > 0. (7)

Hodnotami procesu o jsou, vzhledem k jeho konstrukci, symetrické matice, ovéiime,
ze P-skoro jisté plati

o je positivné semidefinitni a Tr o = 1 ji(ppy-skoro vSude na Ry . (8)
Jiz jsme ukazali, ze
PL(IAMN: = (M),]2,2)pa >0 Ve > s >0V R} =1,

coz v kombinaci se (7) dava P(£2y) = 1, kde

t
0 = {w € (2 / <g(r,w)z,z>Rd dpmy)(r) >0 Vt>s>0Vz e Rd}.

Zvolme w € 21 a T > 0. Pro z € R? definujme znaménkovou miru v na %([0,7T1])
predpisem

dv = (0(-,w)z, 2)pa dpt(ary w)-
Z definice 24 plyne, Ze v(I) > 0 pro kazdy interval I C [0, T], podle pozorovani 0.1
je proto v nezaporna mira. Ponévadz T' > 0 bylo libovolné, ukazali jsme vlastné, Ze

[ etz 2)sudnan () 2 0. =€ BY Be AR,
B



plati, kdykoliv w € 1. Pro kazdé z je tedy funkce (o(-)z,z) p(ary-skoro vsude
nezaporna. Jisté stadi uvazovat jen z € Z, kde Z C R? je spocetna husta podmozi-
na, takze tvrzeni o positivni semidefinitnosti ¢ plyne zfejmym zptisobem. Rovnost
Tr o = 1 se dokaze zcela analogicky, uvédomime-li si, ze

(M), = Tr (M), = / T o(r) (M),

pro vSechna t > 0 P-skoro jisté.
Prejdéme k obecnému piipadu spojitého d-dimensionalniho lokalniho martingalu
M s My = 0. Polozme

R, =inf{t > 0; |M;| >n}, neN

(Specialné tedy Ry = 0 a R,, /* 0o P-skoro jist&.) Definujme M = M(-AR,,), n >
1. Procesy M (™) jsou spojité omezené lokalni martingaly, tudiz L2-martingaly, pro
né7, jak jsme ukazali, existuji .#-méfitelné My 4-hodnotové procesy o™ splitujici

t
(MY, = / oM (M ™), pro kazdé t > 0 P-skoro jisté.
0

Kladouce -
0= 0" L {(t0); Ruos ()<t <R () (9)

n=1
ziskdme progresivné méfitelny My 4-hodnotovy proces takovy, ze (7) plati P-skoro
jisté, nebot

M™(w) = M(w), (M™)(w) = (M)(w) na[0,R,(w)]

pro kazdé n > 1 pro P-skoro vSechna w € 2 a indikatory vystupujici ve formuli (9)
jsou adaptované zprava spojité procesy, tedy .Z-méritelné.
Neni obtizné nahlédnout, 7e i (8) ziistava v platnosti. Shrnuto:

Tvrzeni 0.2. Bud M spojity d-dimensionalni lokalni martingal, My = 0. Potom
existuje progresivneé meritelny Mgy q-hodnotovy proces o tak, Ze P-skoro jisté plati:
0 € Llloc(M(Mﬁded), 0 je symetrickd positivne semidefinitni matice s Trpo = 1

t(ary-skoro vsude na Ry a

(M), = /0 o(r)d(M), pro kaZdét > 0.



Pfipoustéjice jistou volnost fedi budeme nazyvat o hustota (M) vzhledem k
(M).

Poznamka 0.1. Ctenaika znald (nebo ¢tenafi znaly) hlubgich vét o derivovani mér miize
zkonstruovati proces o daleko rychleji a pohodlngji, uzije-li nasledujici tvrzeni:®

Bud v spojitd Radonova mira na B (Ry) a necht f € L'(v). Potom

. 1 .
}Llf% v([xr — h,z]) / fdv=1()

[x—h,z]

pro v-skoro viechna x € ]0, ool.
(Spojitosti v minime: v({z}) = 0 pro kazdé = € Ry, zlomek 0/0 interpretujeme jako 0.)
Uvazujme (pro kazdé w € §2 zvIast) miry ppsi priy @ p(ary na A([0,T]), T > 0. Pomoci
Kunita-Watanabeho nerovnosti se presvédcime, ze tinri miy <K (M) PO P-skoro viechna w € 2,
bud 90;;,7(,w) odpovidajici Radon-Nikodymova derivace. Jezto o¢ividné 9;; +(-,w) = 0:5,7(+, w)
[4(M)(w)-Skoro viude na [0, T], kdykoliv 7 > T', ziskdme ft(psy(.,)-lokdlné integrovatelnou (specidl-
né, skoro viude konec¢nou) funkei g;;(-,w) na Ry tak, ze

- - t
(M*, M7 = / 6ij(s)d(M)s pro viechna t > 0 P-skoro jisté.
0

OvSem ¢;; uvazovana jako funkce na Ry x (2 nemusi byt M -mé&iitelna. Pro P-skoro viechna
w € 2 vsak limita

(M, M) = (M7, M),y () pars iy (= 3.1)

lim = lim
nmte T (Mye(w) = (M), 1 (w) n=50 " i (o ([t — £, 1))
I - / 5ii(s) d ()
= lim 0ij(s)du w) (s
"= gy o) (I = 1) N

[t_%vt]

existuje a rovna se 0;;(t,w) pro fi(ary(w)-skoro viechna t € |0, co[. (Zlomky maji dobry smysl,
nebot ¢itatel je 0, je-li jmenovatel nulovy.) Definujme proto

bij(t,w) = 1i (M, M )e(w) = (M, M7), 1 ()
G = S T (@) — (M), _1L (@)
0ij(t,w) = 0ij(t,w)l <00y (t,w) prot >0, o(0,w) =0, weN.

, t>0, we€ N,

Potom je g;j progresivné méfitelny proces a nutné 0;;(-,w) = 0i;j(+,w) K(nry(w)-skoro viude na

R4 pro P-skoro viechna w € £2, proto
(M*, M7 = / 0ij(s) d(M)s pro vSechna t > 0 P-skoro jistg, 1 < 7,7 < d.
0

Opét polozime o = (Qij)lgi,j§d~ Positivni semidefinitnost matice p plyne z positivni semidefinit-

nosti (M), — «M»t—% pro kazdé k > 1 a z rovnosti

1

lim ([ -y, _y]=2) >0

Q(t)Z, Z)pn —
< >R k— oo <M>t — <M>t—— Rd
jez plati, kdykoliv konecné limita existuje. Analogicky se ovéri,ze Trp = 1.

5Jde o specialni piipad véty (8.7) z kapitoly VI knihy S. Saks: Theory of the integral, Hafner,
New York 1937.



C. Stochasticky integral. Nadale pracujeme na pevné zvoleném filtrovaném prav-
dépodobnostnim prostoru (£2,.7, (%), P) s filtraci spliwjici (UC); o-algebru (.%;)-
progresivné méritelnych mnozin znac¢ime .7 .

Nasim cilem je zavésti stochasticky integral vzhledem k vicedimensiondlnim spo-
jitym lokalnim martingaltim. Nejprve shrime poznatky o pfipadu jednodimensio-
nalnim, které budeme uzivat. Bud N (redlny) spojity lokdlni martingal a ¥ .-
meértitelny proces splhujici

P{/0t|1ps|2d<N>s<oo}:1, t>0. (10)

(Méné formalné budeme predpoklad (10) opisovat slovy, Ze ¥ je stochasticky integ-
rovatelny vzhledem k N.) Potom je stochasticky integral

In(P) = / W, AN, = / W dN
0 0
dobte definovéan a lze ho charakterisovat jako jediny spojity lokalni martingal Iy (¥)
takovy, 7e

1° In(¥)o =0,
2° pro kazdy spojity lokalni martingal X P-skoro jisté plati

(X, In(P)), = /tﬂp(s) d(X,N)s pro vSechna t > 0. (11)

Je-li R spojity lokalni martingal a © .#Z-méritelny proces integrovatelny vzhledem
k R, to jest

t
P{/ 042 d(R), < oo} —1, >0,
0
pak rovnost (11) pfechazi na
t
(In(¥),Ir(©)), :/ v,0,d(N,R),, t>0.
0

Odtud dostaneme

(In(0)) = / @2 AN,

Podle lemmatu C.2 z

¢
E/ @,|*d(N)s < oo pro viechna t > 0
0

10



plyne, 7e Iy (¥) je L2 -martingal, tedy EIn(¥); = EIN(¥)p =0 a

t
/ Vs dN,
0

Pripomenme jesté vlastnost znamou jako asociativita stochastického integralu:
Necht je R spojity lokdlni martingal a ¥, @ jsou progresivné méritelné procesy.
Predpokladesme, Ze @ je stochasticky integrovatelny vzhledem k R, a poloZme

2

t
E _ E/ W2 d(N)., 130,
0

N :/ O, dR;.
0

Je-li U stochasticky integrovatelny vzhledem k N, pak je WO stochasticky integro-
vatelny vzhledem k R a

/!l'/S dNS:/ U,0,dRs P-skoro jiste.
0 0

v/

Uvazujme nejdulezit&jsi specidlni piipad spojitého lokdlniho martingalu, (.%;)-
Wienertiv proces W. Vzhledem k rovnosti (W), =t je stochasticky integral Iy (®)
definovdn pro .#-mé¥itelné procesy @ spliujici & € L2 _(Ry) P-skoro jisté, to jest
(neni-li specifikovano jinak, pfedpokladame, Ze R, je opatieno Lebesgueovou mi-

rou)

t

P{/ |®,|?ds < oo} =1, t>0.

0
Plati _

(tw(@) = [ |2, as,

0

nadto

2 t
E :E/ |®,*ds, t>0,
0

t
/ &, dW,
0

pokud je prava strana konec¢na. Jinymi slovy, pro kazdé T" > 0 je

Iy : L*([0,T) % 2,.4#,\ @ P) — L*(22, %, P),

T
(Z5|—>/ o dW
0

linedrni isometrické zobrazeni. (To je s trivialni modifikaci pravda i pro T' = oo: Iy
je isometrie z L?(Ry. x 2,4 ,\ @ P) do L?(2, %, P).)

11



Bud nyni M = (M%), spojity n-dimensionalni lokdlni martingal a ¥ : Ry x
2 — M, xn A -méFitelny proces takovy, ze

t
P{/ Wi ()| (M), < oo}: 1, 1<i<m,1<j<n,t>0.
0

Stochasticky integral Iy, (¥) definujeme “po slozkach” jako m-dimensionalni proces

= o= (5o,

Ziejmé je Ip (W) spojity lokalni martingal a Ips(¥)o = 0. Oznacime-li Iy (¥) =
(I3,(9), ..., I7(¥))*, pak

m
1=

1

(I (W), I3 (9)), = Z /0 U, (8) W (s) A(M7, MF*),

]7k:1

S / Wi (5) 71 ()P (5) (M),

= [ @@ertsr), aan.

kde ¢ zna¢i hustotu (M) vaci (M). Odtud

(Lar(2)), = / W (s)o(s)¥(s)* d(M),

(T (), = / Te(P(s)o(s)P(s)) (M)

Zcela analogicky lze odvodit, ze

(Lo (0), L (©)), = / W (s)o(5)0(s)* A(M).

kdykoliv jsou ¥ a @ M, x,-hodnotové .Z-méritelné procesy stochasticky integro-
vatelné vzhledem k M.
Jestlize

E(Tm(¥)), = E/OTﬁ(wsgsw:) d(M), < o0,

12



pro n&jaké T € [0,00], je (In(¥), 0 <t <T) L:-martingal a

t t * t
E(/ gpdeS></ W, dM, :E/ W, 0,0 d(M),,
0 0 0

t 2
/ U, dM,
0

pro libovolné ¢ € [0, T, jak jsme vyjasnili v ¢asti B této kapitoly..

Integrujeme-li podle n-dimensionalniho (.%;)-Wienerova procesu W, vyrazy se
zjednodusi. Diky nezdvislosti (W, W7) = 0 pro i # j, tudiz (W), = tI. Z¥ejmd
(W) = nt a hustotou (W) vzhledem k (W) je konstantn{ matice 11. Stochasticky
integral Iy (@) je definovan pro .#-méfitelné M,  ,-hodnotové procesy @ spliujici

P{ii/{)t |¢ij(8)|2ds<00} =1, t>0. (12)

=1 j=1

t
E‘ = E/ Tr (W, 0,0 ) d(M),
0

Proces Iy (@) méa tensorovou kvadratickou variaci

(tw(@) = [ a(s)0(s)"ds

0

a kvadratickou variaci
(I (D)) = /0 Tr(D(s)P(s)*) ds = Z Z/O @ (s)|* ds. (13)
i=1j=1
V prostoru matic M,, «,, zavedme tzv. Hilbert-Schmidtovu normu vztahem
m n ) 1/2
JAll = (33 Jaisf?) " pro A = (ai;) € Mynscn- (14)
i=1j=1
Snadno se nahlédne, Ze
n 5\ 1/2
JAll = Te(aan) = (3 I4es1?)
j=1

kde {e;, j = 1,...,n} je libovolna orthonormalni base v R™, a ze prostor M,y
opatieny normou (14) je Hilbertiv. Nebude-li explicitné Fe¢eno jinak, v My, «,, bude
vzdy uvazovana norma (14). V novém oznaceni (13) pfechézi v

(tw (@) = [ 12.]as

13



a podminku stochastické integrovatelnosti (12) lze zapsati jako ||®|| € L2 (Ry) P-

loc
skoro jisté. Tak jako v jednodimensionalnim ptipadé, pro libovolné T' > 0 definuje

stochasticky integral isometricky operator
Ly : L*([0,T) x Q,.4,) @ P;M,,.xn) — L*(2, Zr,P;R™),

T
q5r—>/ &, dW,
0

(a podobné pro T' = c0).

Poznamka 0.2. Stochasticky integral podle n-dimensionalniho spojitého lokdlniho martinga-
lu M jsme definovali redukci k jednodimensionidlnimu piipadu. Touto procedurou jsme schopni
zavésti stochasticky integril pro .Z-méfitelné M, x ,-hodnotové procesy takové, ze

m n

t .
Z Z/ @i (s)|? (M7)s < 0o pro kazdé t > 0 P-skoro jisté. (15)
i=1;=1"70

Mohli bychom postupovat pfimo: pro jednoduchy proces

N-—-1
O = Z ail[tivti-l—l[(t)’ t >0,
1=0

kde 0 = tg < t1 < -+ < ty a 0; jsou F,-méfitelné ndhodné velic¢iny z L2(£2; My, x» ), poloZime
prirozené
N-1

t
/ OsdMs = > 0;(Mint, .y — Minr,), t2>0,
0 i=0
a na Sirsi t¥idu integrandi stochasticky integral rozsifime imitujice methodu uzitou pro redlné pro-
cesy. Pritom se ukdZe, Ze stochasticky integral Ins(¥) existuje pro .Z-méfitelné M, x n-hodnotové
procesy spliujici

t
/ Tr(Ps0s¥2) d(M)s < oo pro kazdé t > 0 P-skoro jisté. (16)
0

Vsechny vlastnosti stochastického integrilu, které jsme odvodili za podminky (15), zlistdvaji v
platnosti i za pfedpokladu (16). (Vzpomeneme-li na vzorec pro kvadratickou variaci stochastického
integralu, vidime, 7e (16) je velmi pfirozeny predpoklad, chceme-li, aby stochasticky integral byl
lok4lni martingal.) Z Kunita-Watanabeho nerovnosti snadno plyne, Ze (16) je dtisledkem (15),
obricend implikace neplati. Bud h spojity redlny martingal a k progresivné méfitelny proces
takovy, ze k ¢ leoc(“(h))’ takZe stochasticky integral k vzhledem k h neexistuje. Polozme K =
(k,—k), M = (h,h)*, pak je p 2 X 2-matice se viemi prvky rovnymi %, proto KpK* = 0, avsak
podminka (15) splnéna neni.

MoZnost integrovati procesy spliiujici pouze (16) je mnohdy dileZitd, pro nas vSak bude zpra-
vidla postacujici slabsi theorie zaloZena na (15), uZ proto, ze pro Wieneriv proces jsou (15) a (16)
zjevné ekvivalentni.

D. Itéova formule. Nadale pracujeme na pevné zvolené stochastické basi (£2,.7,
(#1),P) s filtraci spliwjici (UC). V této sekci vyslovime Itéovu formuli pro vi-
cedimensionalni procesy. K tomu je vyhodné zavésti nasledujici pojem. Pravime,

14



7e adaptovany m-dimensionalni proces X = (X9)™, je spojity semimartingal,
pripousti-li representaci

X:=Xo+ M;+V;, prokazdét > 0 P-skoro jist&, (17)

kde M = (M?) je spojity m-dimensionalni lokdlni martingal, V = (V%) je spojity
adaptovany R™-hodnotovy proces s trajektoriemi lokalné konecné variace a My =
Vo =0.

Uvédomme si, 7e procesy v rozkladu (17) jsou uréeny jednozna¢né. Mame-li totiz
dvé takové representace

X=X+ M+V=Xo+M+V,

pak je M — M =V — V spojity loklni martingal s trajektoriemi lokalné konec¢né
variace, tedy konstantni. Lze proto snadno definovat stochasticky integral My y -
hodnotového ndhodného procesu H = (H?,..., H™) vzhledem k X vzorcem

/HstS:/ HSdMS+Z/H§dVSi,
0 0 =1 /o

pokud maji vSechny integraly vpravo smysl, prvy z nich jako stochasticky integral,
ostatni pro skoro vSechny trajektorie jako Lebesgueovy integraly (vzhledem k mi-
ram pyi, 1 < i < m). Vzajemnou variaci komponent semimartingalu X zavedme
rovnosti

(X', X7y = (M, M7), 1<i,j<m.

(Snadno se nahlédne, Ze k tomuto piedpisu bychom dospéli, pokud bychom chtéli
definovat (X*, X7); jako limitu sum

N
> (Mo = X0)(X2,, — X7
k=0

pro zjeminujici se posloupnost déleni intervalu [0, ¢].)

Spojité m-dimensionalni semimartingaly tvori vektorovy prostor uzavieny na
¢*-zobrazeni: Je-li X = (X!,...,X™)* m-dimensiondlni spojity semimartingal
ap € €a2Ry xR™) = {0 € €' Ry x R™); 9I(t,-) € €%(R™) pro kazdé t €
R, }, pak je proces ¢(t, X;) opét semimartingal. Nasledujici rovnost, zndmé jako
Itdova formule (nebo Itéovo lemma), poskytuje explicitné rozklad ¢(¢, X;) na lokalni
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martingal a na proces lokalné omezené variace:°

or;
i=1 t

+ 3 Z/ O (9$J )d<Xi7Xj>8' (18)

7.7_

Formuli (18) lze zapsat v piehlednéjsim tvaru. Oznac¢me D, p(t,-) a D2¢(t,-) prvni
a druhou Fréchetovu derivaci funkce (¢, -), representované

2 2
22 4. T
81’1 8x1 31’131’2
Dm(p(ta') = : ) D?cgo(t,) =
Dy’ 9%
8./L'm ( 9 ) ..................... 8x$n (t, ')

Bud M lokalni martingal z rozkladu (17) a necht g opét znaci hustotu (M) vzhle-
dem k (M). Potom

Z / 0x; 8% X)X, X7), = Z / 0x; 8$g o) AU, M),

1,j=1 1,j=1

t m 82@
= Xs)oij dMsa
| X s Kaau ()

t,j=1

proto

X0 = 0.%0) = [ 9205 X)ds+ 3 [ TH(Dolo Xo)elo) (a1,

+ / D,o(s, X)*dXs.
0

Povétsinou budeme Itoovu formuli potifebovat jen pro semimartingaly special-
niho typu. Bud W = (Wt ..., W")* n-dimensionalni (.%;)-Wienertiv proces. Pra-
vime, Ze adaptovany m-dimensionalni ndhodny proces X ma stochasticky diferen-
cidl (nebo 7e X je Itétdv proces), pokud existuji .#-méfitelné ndhodné procesy
a:Ry x 2 —R", b:Ry x 2 — M, «, tak, zZe

P{/Ot(||a<s>|| FIIP) s <o f =1, 020

6Jeji dtikaz je zalozen na obdobné myslence, jako dtikaz odpovidajiciho vysledku jednodi-
mensionalniho, je vsak pracnéjsi. Relativné detailné je dtikaz proveden v knize M. Meyer: Conti-
nuous stochastic calculus with applications to finance, CRC, Boca Raton 2001, Theorem III.3.a.1.
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X(t) = X(0) -I—/0 a(r) dr—l—/o b(r)dW (r) (19)

P-skoro jisté pro kazdé ¢t > 0. Semimartingal X s representaci (17) ma tedy sto-
chasticky diferencial, pokud jsou trajektorie V navic lokalné absolutné spojité a M
je stochasticky integral vzhledem k Wienerovu procesu (coz, jak uvidime v kapitole
¢tvrté, je v podstaté ekvivalentni s lokalni absolutni spojitosti trajektorii (M)).
Rovnost (19) symbolicky zapisujeme

AX (1) = a(t)dt + b(t) AW (t) & dX =adt+bdW.

Je-li ¢ € €12(Ry x R™), pak kombinujice (18) a (19) nahlédneme, Ze proces
(p(t, X(t)))r>0 ma opét stochasticky diferencil, jezto plati

(b D2t X0 Y
+ Do(t, X (1) *b(t) AW ().

Tvar stochastického diferencidlu je zvlasté jednoduchy v pripadé m =n = 1:

(. X (1) = { 2201, (0) + 2201, X (1)alt) + 5 05 (1 XW)(0) i
+ %(t,X(t))b(t) dW ().

Bud nakonec ¢ : Ry x R™ — C funkce, jejiz redlnd i imaginarni ¢ast nélezi
systému 7 o (Ry xR™). Uzivse Itoovu formuli na redlnou a imaginarni ¢ast ¢ zv1ast,
dospéjeme k formuli pro ¢(t, X;) takika identické s (18):

A(t.X0) = 000.X0) = [ G2 X st 5 [ Ir(DEels, Xo)els) 40,

t
+ / Dapls, Xo) T dX,;
0
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je toliko t¥eba mit na paméti, 7e D,o, D%p a d¢/ds jsou nyni komplexni funkce
a ve stochastickém integralu vystupuje transponovand, nikoli konjugovana (to jest,
transponovand a komplexné sdruzend) matice.

Komplexni forma Itéovy formule nyni poslouzi k diikazu uziteéné charakterisace
Wienerova procesu.

Véta 0.3. (P. Lévy, 1948) Bud Z spojity R™ -hodnotovy nahodny proces, Zg = 0.
Jest ekvivalentni:

(i) Z je (F)-Wieneriv proces,

(ii) Z je lokalni martingal s tensorovou kvadratickou variact (Z), = tI, t > 0.

Poznamka 0.3. Tradi¢ni formulace Lévyho véty v jednodimensionalnim pripadé
zni: je-li Z spojity proces s Zo = 0 takovy, 7e (Z;) i (Z2—t) jsou (lokdln{) martingaly,
pak je Z Browntuv pohyb. Predpoklad spojitosti trajektorii je podstatny, jak ukazuje
pripad kompensovaného Poissonova procesu.

Podame dikaz véty 0.3 zalozeny na stochastické analyse, jehoz mySlenka nalezi
H. Kunitovi a S. Watanabemu (1967); Itoova formule je uzita k vypoc¢tu charak-
teristické funkce ndhodné veli¢iny 7; — Z,.

Dukaz. Wieneriiv proces je oc¢ividné martingal pozadovanych vlastnosti, staci
tedy dokazat jen opac¢nou implikaci. Pfedpokladejme, Ze Z je m-dimensionalni spo-
jity lokalni martingal a Zy = 0, (Z); = tI; zfejmé (Z), = mt a pro hustotu o
tensorové kvadratické variace plati o(t) = 1. Uvazujme funkci

1
V:R xR" —C, (t,z)— exp(i<u,x> + §|IU||2t)v

kde u € R™ je libovolné pevné zvolené. Potom V € €%(R, x R™;C),
ov

1
E(t,x) = §||u||2V(t,a:), D,V (t,x) = iuV(t,z), D2V (t,x) = —uu*V(t,z),

tudiz
Tr DIV (t,x) = —[ullPV(t,2).
Pro 0 < s <t dostaneme z Itoovy formule
Lov

t
V(t,Zt)—V(s,Zs):/ E(T,Zr)dr—l—/ D.V(r, Z)"dZ,

1 t
b3 [ mOvE z0m) aiz),
t 1 ’ t
:/ §||U||2V(7“,Zr)dr+i/ V(r, Z,)u*dZ,

Sl .
=5 [ lPvezar

t
= i/ V(r, Z.)u*dZ,.
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Pritom integrand stochastického integralu vpravo spliiuje
. 1
[V, Zeyur| < lullex(5 lulPr) < llull exo(el*r),

kdykoliv 0 < r < 7, je tedy omezeny na omezenych intervalech. To implikuje, ze
proces

i/- Vr, Z,)u*dZ,
0
je martingal, procez
E[V(t,Z) =V (s, Z) | Fs] = E[V(L, Z) | Z] = V(s, Zs) = 0.
Dosadivse za V' z definice ziskame vztah
E[euu,zneuuu%/z ‘ g;s] _ piuZe) llul®s/2 (20)

Vynésobme rovnost (20) vyrazem exp(—i{u, Z,) — ||u||*t), dostaneme

E[exp(i(u. 2, ~ 2,)) | 7] = exp(—%HuHQ(t -9). (21)

Jezto u € R™ bylo libovolné, vidime, ze charakteristickd funkce ndhodné veli¢iny
Zy — Zs (to jest, Fourierova transformace jejiho rozdéleni) je

1
w s exp(—5 [[ul’(t = ).
coz pravé znamena, ze Z; — Z; ma rozdéleni A7(0, (t — s)I).

Zbyva ukazat, 7ze 7, — Z, a %4 jsou nezavislé. Bud H libovolna .Z%,-méfitelna
ndhodna veli¢ina, uzivajice (21) odvodime, 7e pro vSechna u € R™, v € R plati

E exp <1< (Z‘) : (Zt ;IZS > >Rm+1> — Eexp(i(u, Z, — Z,) + wH)
= EE[exp(i(u, Z — 7)) | 7,]
_E {ei”HE[eXp(i(u, 2~ 7.)| fiH

1 .
= exp( = Jull*(t — ) Ee™H
= Eexp(i{u, Z, — Z5))Ee™ .
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Charakteristickd funkce ndhodného vektoru (Z; — Zs, H)* je tedy sou¢inem charak-
teristickych funkci ndhodnych veli¢in Z; — Z5 a H, a to je ekvivalentni dokazované
nezavislosti. Q.E.D.

E. Pozndmka o Wienerové procesu. Mnohdy je potfebné znat vlastnosti (ndhod-
ného) ¢asu, v némz Wienertv proces, startujici z nuly, poprvé dosdhne zadanou
hladinu; v této sekci elementarni vlastnosti takovychto ¢asii odvodime.”

Bud B redlny Wienertv proces na pravdépodobnostnim prostoru (£2,.%, P). Pro
b # 0 polozme

T, — inf{t >0; B, = b}.
Spojitost procesu B a uzavienost mnoziny {b} implikuji, Ze 7, je (.Z)-markovsky
¢as (to jest, markovsky ¢as vzhledem k obohacené kanonické filtraci procesu B).
Tvrzeni 0.4. Pro kaZdé b # 0 je 1, < oo P-skoro vsude, ale ET, = 0.
Drikaz.® Kone¢nost 7, je okamZitym dusledkem zdkona iterovaného logarithmu,
dokazme neintegrovatelnost. Necht nejprve b > 0. Pro a < 0 polozme

Tab =Ta NTp = inf{t >0; B, ¢ ]a,b[}.

B je martingal a markovsky ¢as 7,4 A n je pro kazdé n € N omezeny, z véty o
“optional sampling” proto plyne

0=EBy =EB(74 A n).

Z definice 7, je ziejmé, ze {B(T.p A n)}>2, je omezend posloupnost; lze uziti
spojitost trajektorii procesu B spolu s vétou o majorisované konvergenci k odvozeni

EB(7up) = lim EB(7.5 An) = 0.

n—oo

Tedy

0= aP{B(7a4) = a} + bP{B(7.) = b}
= aP{B(1.p) = a} + b(l — P{B(7u1) = a}),

coz dava
b a

P{B(Tap) =a} = T P{B(Tap) =b} = — T

7V angli¢ting jsou znamy jako “passage times”, v néméiné jako “Niveauzeiten”, vhodny Gesky
nazev, pokud vim, neexistuje.

8Diikaz je pievzat z knihy D. Sondermann: Introduction to stochastic calculus for finance,
Springer 2006, §2.6.
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Jelikoz (B? —t) je také martingal, dostaneme
0=EB§ = E(B*(Tap AN) — Tup AN),
to jest
E(Tap An) = EB*(145 A ).
Postupujice jako vySe mizeme ukéazat, ze EB*(7,, An) — EB?*(7,4) pii n — oo;
konvergence E(7,, A n) /" Er, s plyne z Leviho véty. Tudiz
ETap = EB*(Tap) = a*P{B(1.4) = a} + b*P{B(7.,) = b}
a’b ab? a—b
= =ab

b—a b—a b—a

= |alb.

Jelikoz 1, > 74 pro kazdé a < 0, jest také Em, > |alb pro kazdé a < 0, z ¢ehoz
dokazované tvrzeni jiz plyne. V piipadé b < 0 lze bud postupovat zcela analogicky,
anebo staci uvazit, ze —B je opét Wienertiv proces. Q.E.D.

Poznamka 0.4. Rozdéleni ndhodné veli¢iny 7, lze nalézti explicitné: pro b # 0

plati
2

P{rcA) = /A \y;'_ﬂ;ﬂ exp > )dt, AeBR,). (22)

Tvrzeni 0.4 je primym disledkem (22). Odvodit formuli (22) je snadné, je-li znam
netrivialni fakt,” Ze pro libovolné T' > 0 plati

ndhodné veliciny max By a |Br| maji stejné rozdélent.
0<t<T

Bud pro ur¢itost b > 0, pak

P{Tb>t}=P{0r£3§tBu<b}:P{|Bt|<b}: —a? /2t 3.

1 b
— e
V27t /—b
— 3 /b 6—x2/2t dr = \/E/Vb/\/z 6_U2/2 do

V mt 0 T Jo

a hustotu ndhodné veli¢iny 7, ziskdme derivovanim podle t.

9V knize I. Karatzas, S. Shreve: Brownian motion and stochastic calculus, Springer-Verlag,
New York 1988, je dokazan v odstavci 2.8.
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1. BURKHOLDER-DAVIS-GUNDYHO NEROVNOST

Bud (2,.7, (%), P) libovolna stochastickd base spliiujici (UC). Umluvme se, Ze
vSechny ndhodné procesy vySetfované v této kapitole budou vztazeny k této pevné
zvolené stochastické basi.

Nasim cilem je dokazat nasledujici dilezity vysledek.

Véta 1.1. Pro kazdé p € 10, 00[ existuji konstanty c,, C), € 10, 00[ takové, Ze pro
kazdy m-dimensionalni spojity lokdlni martingal M s Mo = 0 a pro kazZdy markovsky
cas T plati

e, E(M)P/? < Esup || Myn-||P < CLE(M)P/2, (1)
t>0

Zdtraznéme explicitné, Ze konstanty c, a C), nezavisi na dimensi m. Véta 1.1 je
znama jako Burkholder-Davis-Gundyho nerovnost. Pivodni diikaz byl zalozen na
nerovnostech pro martingaly s diskrétnim casem; v této prednasce vétu 1.1 dokaze-
me uzivajice stochastické analysy. (Prvni takovy dikaz predlozili R. K. Getoor &
M. J. Sharpe v roce 1972.)

Pfiklad 1.1. Okamzitym disledkem nerovnosti (1) je odhad p-tého momentu
stochastického integralu vzhledem k n-dimensiondlnimu (.%;)-Wienerovu procesu
W. Pro kazdy progresivné méfitelny proces @ : Ry x 2 — M, «,, 5 ||®]| € LE . (Ry)
P-skoro jisté a pro kazdy markovsky ¢as 7 podle (1) plati

%E(Aﬂwwnﬁmﬁg

< Esup
t>0

ngﬁ(AWﬂﬁwwf-@)

Je-li specialné p > 2 a7 =T € |0, 00] nendhodny ¢as, pak lze na pravou stranu (2)
uziti Holderovu nerovnost a odvodit

[ e ave

p

E sup

T
<CrE e [t s (3)
0<t<T 0

[ o

Nerovnost (3) budeme v dal$im ¢asto potiebovati; jiny uzite¢ny specialni piipad

véty 1.1 ziskdme volbou p = 1:
T 1/2
<se( [ leePas)
0

(moZnost klast C'y = 3 vyplyne z dusledku 1.4).
Zacnéme odvozenim nerovnosti, kterd ma i samostatny vyznam.

E sup
0<t<T

/0 () AW ()
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Véta 1.2 (E. Lenglart, 1977). Budte A, C' adaptované procesy se spojitymi tra-
jektoriemi, A,C >0 na Ry x £2. Necht 6y = sup,,c, Co(w) < 0o. Predpokladejme,
Ze

EA, <EC, pro kaZdy omezeny markovsky cas o. (4)

Potom pro vsechna ¢ > 0, 6 > 6¢ a kaZdy markovsky cas v plati
1
P{sup Aipy > s} < P{ sup Cipny > 6} + —E<6 A sup Ct/w> (5)
t>0 t>0 € t>0

S P{SupC’t/w 2 5} + é
t>0 €

Predpoklad (4) se nékdy opisuje slovy: proces C' dominuje proces A. Véta 1.2
(a jeji zobecnéni na nespojité procesy) je Casto citovdna jako Lenglartova nebo
Lenglart-Rebolledova nerovnost.

Dukaz. Bez ujmy na obecnosti lze predpokladat, Ze proces ' ma neklesajici
trajektorie. Pokud tomu tak neni, definujme C, = sups<; Cs, t > 0. Dvojice (A, C’)

vyhovuje piedpokladiim véty 1.2, proces C' m4 neklesajici trajektorie a pritom

sup Ct/\'y = SUP Ct/w,
t>0

proto pravé strana nerovnosti (5) neni ovlivnéna zaménou C' za C.

Mé-1i C' neklesajici trajektorie (specidlné tedy je limita C'», dobfe definovana) a
dodefinujeme-li A, = 0, plati (4) pro libovolny markovsky ¢as p. Markovské ¢asy
o A n jsou totiz omezené, tudiz

EAQ/\’)’L S ECQ/\?’L S ECQ) (6)

pricemz druha nerovnost plyne z monotonie trajektorii C'. Jelikoz o An " g, spo-
jitost trajektorii implikuje A,nn, — A, pfi n — 0o na mnoziné {p < oo}. Uzitim
(6) a Fatouova lemmatu dostaneme

EA, <Eliminf A p, < hm mf EA,an < EC,.

n—oo

Zvolme nyni ¢ > 0, § > 6y a markovsky ¢as v libovolné pevné. Pro » € |0,¢]
definujme markovské casy

T=inf{t >0; A, > »x}, o=inf{t >0; C; > 6}.
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Jelikoz Cp < 6y < 6, je nutné C, = § na mnoziné {o < oo}. Neklesajici trajektorie
C pak implikuji, Ze Crayne < Cype = Cy A Cyp < 6 A C. Odtud

P{sup Aipy > s} <P{Ay> x} +P{0<T <~}
>0

=P{Ay> »}+P{0<7<v,0<y}+P{0<T <y <0}
< Plo <7} + P{Arryne 2 #}

1
S P{O'y Z 6} + — EAT/\'y/\J
V1
1
S P{C’y Z 5} + — ECT/\'y/\J
V1
1
<P{C, > 6+ —E(6AC,),
P
pii ¢tvrtém odhadu jsme uzili CebySevovu nerovnost, pii patém predpoklad (4) (v
zesilené formé). Zbyva uvazit, ze C., = sup;>o Citay diky monotonii trajektorii, a
provésti limitni prechod s " e. Q.E.D.

Veelku standardnim postupem nyni z odhadu (5) odvodime nerovnost pro stfedni
hodnoty.

Ddsledek 1.3. Necht jsou splnény predpoklady véty 1.2, necht navic Cy = 0.
Potom pro kaZdé « € ]0,1[ a kaZdy markovsky cas v plati

2 —«
Esup A%, < ——EsupC},..
>0 tAy 1—a >0 tAy

Dukaz. Zvolme « € |0, 1] pevné. Proces A je nezaporny, tedy podle Fubiniho
vety

Esup Ay, = / P{(SupAt/\v)a > 6} de = / P{supAt/\y > El/a}dé’.
120 0 t>0 0 £>0

Podle véty 1.2

1
P{sup Aipy > 5”“} < P{sup Ciny > 5”“} + 1—E<€1/a A sup C’t/w).
t>0 t>0 gl/e t>0

Proces C' je téz nezaporny, tudiz

/ P{sup Ciny > 61/0‘} de = Esup Cf/w.
0 t>0 t>0
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Oznafme § = sup;>( Ciay, uzitim Fubiniho véty spocteme
0o £e
/ 6_1/aE(el/aA§)d5:E{/ e_l/a(el/a/\f)ds—l-/
0 0

£~ )
:E/ 1ds+E/ e~ de
0 (a3
:E{a-I—E{g/ e_l/ade}
:E§Q+E{g{ a el—é] }
a—1 ga

=B+ —E{e(e) ) =B+ Eee

o)

et/e (51/a A 5) de}

=Y

11—« 11—«
1
= Eece
o B
nebot podle predpokladu 1/a > 1. Uhrnem dostaneme
1 2—«
Esup Ay, <E¢Y + ——E¢“ = EsupC7L ..
tzlg tAy é_ 1—a 5 — tzlg tAy

Q.E.D.

Dusledek 1.4. Bud M m-dimensionalni lokalni martingal se spojitymi trajek-
toriemi, My = 0. Potom pro vsechna = >0, 6 > 0, p € ]0,2[ a libovolny markovsky
cas v plati

P{sup [Mins|| > £} < P{(M), 2 8} + ZE(5 1 (M),)

2-p 4—p
— ZE(M)P/? <Esup |[|[Mia-||P < —= E(M)P/2.
R < Esup |0 P < S=LE),

Povsimnéme si, ze dtsledek 1.4 implikuje odhady (1) prop < 2.

Dtikaz. PoloZme nejprve A; = ||M;||?, C; = (M);. Potom jsou A, C' nezidporné
adaptované procesy se spojitymi trajektoriemi, Ag = Cy = 0, a je splnén predpoklad
(4) vty 1.2. Je-li totiz EC, < oo pro omezeny markovsky ¢as o, pak je (|| Min,l||* —
(M)in,) stejnomérné integrovatelny martingal podle lemmatu C.2; je-li EC, = o0,
je (4) splnéno trivialné. Proto prvni dokazovand nerovnost plyne piimo z véty 1.2.
Aplikujice disledek 1.3 s a = p/2 € ]0, 1] odvodime:

Esup [|Mia||P = Esup AP, < 2-a EsupC ., = 1-p E(M}p/2
A = ~ — = — .
>0 K >0 T l—a iso M 2-p 7
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Pro diikaz zbyvajici nerovnosti polozme A, = (M), C; = sup,, || M,[]*. Snadno
se oveii, Ze proces C' dominuje proces A. Je-li totiz EC, < oo, pak je (M.n,) L*-
martingal vzhledem k lemmatu C.2 a

EAing = E(M)ing = E[[Min|* < Esup [Mapoll* = EC, < 00,

takze i EA, < EC, a lze opét uziti disledek 1.3. Q.E.D.

Priklad 1.2. Dtisledek 1.4 je uzitecnym nastrojem pro vysetfovani konvergen-
ce posloupnosti martingalti. Nazna¢me si to ve specialnim pripadé. Bud W n-
dimensionalni (.%;)-Wienertv proces, ¥ : Ry x 2 — M, «,, progresivné mé¥itelny
proces, ||¥|| € L2 .(Ry) skoro jisté. Potom

loc
v )
P{sup Zs} < P{/ ||!Z'/(s)||2d326}+—2 (7)
t>0 0 €

pro vSechna ¢ > 0, 6 > 0 a libovolny markovsky cas 7. Mame-li posloupnost @y, :
Ry X 2 — Myxn, k € N, progresivné méfitelnych procest, ||®| € L2 (Ry)
P-skoro jist&, pak pouzive (7) na proces ¥ = @), — @q, k > 1, nahlédneme snadno,

7e

[ v

7 2 P
/ |Dx(s) — Do(s)]] dsk—>0
0 —00
implikuje
tAy tAy P
sup / By (5) AW (5) — / Bo(s) AW (s)| —— 0.
t>0 0 0 k—oo

(Lenglartova nerovnost ve tvaru (7) byla odvozena jiz K. Itéem, jenz ji pouzil ve
své ptivodni konstrukei stochastického integralu.)

Dukaz véty 1.1. KrROK 1. Nerovnosti (1) staci dokdzat pro 7 = oo. Predpo-
kladejme totiz, ze existuji konstanty C,, ¢, € |0, oo] tak, Ze pro libovolny proces M
splnujici predpoklady véty plati

e E(M)RL? < Esup [ M7 < CLE(M)Z2, (8)
t>0

Bud 7 libovolny markovsky ¢as, potom je proces N, Ny = Ma-, lokdlni martingal
se spojitymi trajektoriemi, Ny = 0, proto podle (8)

cpE(M)P/? = ¢ E(N)2/* < Esup || N,||” = Esup || Miac |1,
>0 t>0

podobné pro pravou nerovnost v (1).
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KROK 2. Nerovnost (8) sta¢i ovéfit pro omezené lokalni martingaly. Presnéji:
predpokladejme existenci konstant C,, ¢, € |0,00] takovych, ze pro kazdy lokalni
martingal M vyhovujici predpokladiim véty a splhujici

sup {[M] + (D)} < o0 (9)

plati (8). Tvrdime, Ze potom (8) plati i pro M, které (9) nesplituji. Vskutku, bud M
libovolny lokalni martingal spliujici predpoklady véty 1.1, vzhledem ke spojitosti
trajektorii M a (M) existuji markovské casy 7(k) / oo tak, 7e procesy N*, (N*),
kde NF = M+ (), Jsou omezené na Ry x 2. Proto podle u¢inéného predpokladu
dostaneme

E(M)Y2 < E sup | M- I” < CLE(M)P(2, (10)

kde jsem uzili rovnost (N*). = (M), . PFitom zfejmé

(M)rky /" (M)oos  sup [|Myaryll / sup || M| pii k — o0,
t>0 t>0

1ze tudiz (8) uzitim Leviho véty odvodit z (10).
KROK 3. Zvolme libovolné pevné p € [2, oo, chceme nalézti konstantu C), < oo
tak, aby nerovnost

Esup | M, ||” < C,E(M)?/? (11)
t>0

platila pro kazdy spojity m-dimensionalni lokdln{ martingal M = (M, ... M™)*
takovy, ze My = 0 a je splnéno (9). Vime, 7e existuje M, x,,,-hodnotovy progresivné
mértitelny proces p tak, ze

piicem? o(s) je symetrickd positivné semidefinitni matice a Tr o(s) = 1 pro pu -
skoro viechna'® s > 0 P-skoro jisté. Proto!!
lo(s)]lop = sup |lo(s)z|| = nejvétsi vlastni ¢islo matice o(s)

rER
llzll=1

< soufet v8ech vlastnich ¢isel matice o(s)
= Tr o(s)
=1,
10Pfipomefnime, Ze py znacime miru na Ry s distribuéni funkei f.
HPotiebné vysledky z line4rni algebry lze nalézti nap¥. v knize M. Fiedler: Specidlni matice a

jejich pouziti v numerické matematice, SNTL, Praha 1981, cf. zvlasté vétu 9.2. Prva rovnost je
dokazana i v apendixu F, viz véta F.3.
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tudiz
(0(5)z, 2)gm < llo(3)[lopll2ll* <1217 pro kazdé z € R™ (12)

plati pro ji(pry-skoro vSechna s > 0 P-skoro jisté.
Jelikoz p > 2, funkce definovand piedpisem V : x — ||2||” spliiuje V € €*(R™)
a
DV(x) = plla||F"%z,  D*V(x) = pllz||P72I + p(p — 2)||=||P~ 22,

Je-li R = (R;j) € M, matice s Tr R = 1, spo¢teme snadno
Tr(D*V(z)R) = p||z||P"* Tr R + p(p — 2)||||"~* Tr(x2* R)
= pll=llP7? + p(p — 2)|J«]|P~* Em: riwj Rj;
ij=1
= pllz||P~2 + plp — 2)|J«|P~H (R, 2)pm.

Podle Itoéova lemmatu pro libovolné 7' > 0 dostaneme

T T
1
| M7||P = p/ | M ||P~2 M AM, + 5/ Tr(DQV(Mt)Q(t)) d(M),
0 0

T
:p/ M |[P~2 M7 A,
0

b3 [ [P+ bl = 28 et0)31, 28] afa)e

Uziv8e postupné (9), (12) a Holderovu nerovnost odvodime

1_ (T _ _
1L 1P = 5& [ I 4 bl = DML (o010 M), ] (01
0

IN

1 T
3p(e = VE [ s ),
0

IN

g0~ VE{ s 1= [ acn, |

0<t<T

1
= 5p(p— DE{ sup M, |"~(21)r |
0<t<T
1 1-2/p 2/p
< spp—=1)(E sw L)) (EQDY?) T
0<t<

Podle Doobovy maximéalni nerovnosti

E sup || P < (2
<t<T p—1

p
) EllM |
0<
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pro kazdé T' € R, , tudiz

-1 p 1-2/p 2/p
E sup ||Mt||ng(p2 )( PV (B swp ganlp) (BT 13
0<t<T p—1 0<t<T

Je-li Esup, s [|M:]|P = 0, je dokazované tvrzeni (11) trividlné splnéno, v opatném
piipadé lze v nerovnosti (13) pro dostatecné velkd T > 0 vykratit a ziskdme odhad

2/p -1 p 2/p
(€ suwp i)’ < P2 D (Y ey
0<t<T 2 p—1

z néhoz nerovnost (11) odvodime umocnénim na £ a limitnim pfechodem T oo,
ktery lze provésti diky Leviho vété.

KROK 4. Platnost nerovnosti (11) pro p € ]0,2[ vyplyva z duisledku 1.4.

KROK 5. Zvolme opét p € |0, oo libovolné, nalezneme ¢, > 0 tak, aby nerovnost

cpE(M)E/? < Esup || M,||P (14)
>0

platila pro kazdy spojity lokdlnf martingal M = (M1!,... M™)*s My = 0, spliwjici
predpoklad (9). Jak jsme jiz ovéfili v kroku 3, plyne z It6ovy formule

t 1 [t t
||J\/[t||2:2/0 M:dMS+§/o Tr(2[g(s))d<M>s:2/0 M>dM; + (M),.

Proces ( = [|[M||? — (M) je martingal se spojitymi trajektoriemi, (; = 0. Prave
odvozena rovnost umoznuje spocist jeho kvadratickou variaci:

(¢)e = <zz/0'M;dM;'> =4
—1y /0 MEM g55(s) d(M),

4,j=1

m t
Z/MWM@MS
0

4,j=1

4 / (o(s)M,, M), . d(M),.

Ziejmé ¢ splituje (9); uzitim jiz dokézané nerovnosti (11) s exponentem p/2 dosta-
neme

p/2
Esup M2 = (M).|" = Esup [G"/* < Cp ()2
t>0 t>0
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< 4p/4cp/2E( / " o(s)M,, M) d<M>s)p/4

00 p/4
<oie( [ IiPaon).)
0

[e%e) p/4
SDlE(supHMtHQ/ d<M>S>
>0 0

- DlE{sup ||Mt||p/2<M>§é4}
>0

o)

< i (Esup ) (00r22) ™

tfeti nerovnost plyne z (12), posledni je zfejmym disledkem Hélderovy nerovnosti
a konstanta Dq zavisi jen na p.
ProtoZe pro vSechna u, v > 0 trivialné plati (jak je dokdzano v apendixu B)

P2 < (ju—v| + |u|)”/2 <max(22 71 1) (Ju — v/ + ult/?),

dostavame

p/2
gy < 22l = " 2R,

tudiz

p/
E(M)P/2 < 2P/2E sup‘||Mt||2 — (MY,
>0

2
1+ 2P/2E sup || M|
>0

p/2 P 12 p/2 1/2 p/2 P
< 2P/2Dy( Esup || M| E(M)ZL + 27/7E sup || M|,
t>0 t>0

Oznacime-li
1/2 1/2
p=(EONE2) T, v = (Esw M )7)
t>0

nabyva posledni nerovnost tvaru
1 < Do (pv + v?) (15)
s vhodnou konstantou Dy € [1, oo[ zavisici jen na p. Tvrdime, Ze z (15) plyne
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Uvazme, 7%e pu,v < oo vzhledem k (9). Je-li p = 0 nebo v = 0, pak (16) plati
trivialné; v opacném pripadé pro spor predpokladejme, ze p > 2Dsv, tedy téz
v/ < (2D9)~! < L. Uzitim (15) ziskdme 2Dopv < Do(pv + v?), odtud

pc1q4 b L3
,u_ 2D2_2’

tento spor dokazuje (16) a tim i nerovnost (14) (s konstantou ¢, = (2D2)72). Q.E.D.

Poznamka 1.1. VySetfujeme-li pouze redlné martingaly, diikaz se mirné zpiehledni, specidlné,
neni tfeba uvazovat hustotu p tensorové kvadratické variace a znat jeji vlastnosti. Odhadnuvse
kaZzdou komponentu zvlast pak mtZeme odvodit Burkholder-Davis-Gundyho nerovnost pro vi-
cedimensionalni lokalni martingaly z pfipadu jednodimensionalniho, arci s konstantami c,, C)
zavislymi na dimensi.

Poznamka 1.2. Predvedeny diikaz véty 1.1 neposkytuje optimalni hodnoty konstant ¢, a Cp.
Pro p > 2 jsme ziskali

2
o — p(p—l)( P )P v/
p = —_— | — .
2 p—1
Jelikoz
. p P
lim (—) =e,
p—ool\p —1
vidime, Ze existuje konstanta A € ]0,00[ tak, Ze Cp < APpP pro vSechna p > 2. Jemné&jsimi
Gvahami lze ukizat,'2 Ze (1) plati s konstantou C), vyhovujici odhadu

Cp < Appp/2 (17)

pro néjaké A € ]0,oo[ a viechna p > 2. Nerovnost (17) mé nasledujici zajimavy disledek.
Existuji konstanty 3 >0 a K < oo tak, Ze pro vsechna xk > 0, kazZdy markovsky c¢as 7 a kazdy
spojity lokalni martingal M spliujict Mg =0 a

<k (18)

MYyr = |[{M)r|l; >
essSUp< ) ||< >||L ()

plati
Eexp(é supHMt/\T“Q) < K. (19)
K >0

To jest, M je exponencidlné L2-integrovatelny. P¥{my vypocet pro jednodimensiondlni Wiene-
ruv proces B ukazuje, Ze pro libovolné t > 0 pevné lze nalézti A\g > 0 takové, zZe Eexp()\BtQ) < oo
pro A < Ag, zatimco pro A > )¢ integral diverguje. Odhad (19) tedy obecné& nelze zlepsit. Diky

Cebysevové nerovnosti je okamzitym dfisledkem (19) exponencialni odhad chvost:13
Be?
P{sup | Minr|| > 5} < Kexp(——)
t>0 K

12Cf. B. Davis, Duke Math. J. 43(1976), 697-704. Jiné dtkazy lze nalézti ve statich M. T.
Barlow, M. Yor, J. Funct. Anal. 49(1982), 198-229; Y.-F. Ren, H.-Y. Liang, Statist. Probab. Lett.
58(2001), 227-233. Ani jeden z téchto dikazli neni snadny, vztahuji se pfitom jen k p¥ipadu jedno-
dimensionalnimu. Prechod k vicerozmérnym martingalim je spjat s dodate¢nymi komplikacemi,
jez lze prekonat tfeba pomoci véty 4.4 z prace O. Kallenberg, R. Sztencel, Probab. Theory Related
Fields 88(1991), 215-247.

13 Anglicky: exponential tail estimate, Cesky ekvivalent neni — pokud vim — ustélen.

32



pro viechna ¢ > 0, pokud M spliuje (18).
Odvodme (19): ozna¢me J(M) = sup,sg || Miar||. Podle véty 1.1 a (17) pro kazdé k € N, k > 1,
plati B
EJ(M)*F < APF(2k)PE(M)Y < (24%)FKF P,

tedy téz

e{ L(ZA0Y < parp k< (aazey® (20)

jelikoz o¢ividné k¥ /k! < eF. Zvolme B > 0 tak, aby ¢ = 24%e < 1, a nerovnost (20) vynasobme

Bk ziskdme )
E{i(w)’“}qu_

k! K
Sectenim pres k > 1 obdrzime
J(M)?
Eexp(ZLA) 1< L
K 1—gq
coz je pravé dokazovana nerovnost (19).14 Poznamenejme, Ze pro n-dimensionalni Wienertv pro-
ces W a progresivné méfitelny M, x n-hodnotovy proces & spliujici ||P|| € LIZOC(R+) skoro jisté

prechdzi (19) v
2

Bsupg<i<T

/0 " B(s)aw(s)

E exp

T
esssup, /0 |B(s)|? ds

Predvedeny dfikaz (19) je elegantni, ale jednoduchy je jen zdanlivé, nebot uzivd netrividlni ne-
rovnost (17). OvSem ani alternativni diikazy odhadu (19), zaloZené na jinych myslenkich, nejsou
zcela primocaré.

14Dokazali jsme vlastné velmi specidlni piipad tzv. Zygmundovy extrapolaéni véty, jejiz obec-
nou formulaci 1ze nalézti napt. v knize A. Zygmund: Trigonometric series, Vol. II, Cambridge
University Press, Cambridge 1959, Theorem XII.4.41.
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2. STOCHASTICKE DIFERENCIALNI ROVNICE: EXISTENCE RESENI

Zvolme libovolné pevné stochastickou basi (£2,.%7,(%#;),P) s filtraci splijici
(UC), na niz je definovin n-dimensionalni (.%;)-Wienertiv proces W. Symbolem
# budeme znacit o-algebru (.%;)-progresivné mé¥itelnych mnozin.

Necht jsou dany T > 0, to € [0, T[, borelovské funkce b : [0,7] x R™ — R™ a
0:[0,7T] x R™ — M,,,x,, a ndhodna veli¢ina ¢ : 2 — R™.

Definice 2.1. .Z-métitelny R”-hodnotovy ndhodny proces X se nazyva reseni
stochastické diferencidlni rovnice

dX = b(t, X)dt + o(t, X) dW (1)

(na intervalu [tg, T]) s po¢ate¢ni podminkou

X(to) = ¢, (2)
pokud
T
(1) /t {lIo(t, X ()| + llo(t, X (¢))]|*} dt < o0 P-skoro jist&

t t
(i X(0) =t [ s X(s)ds+ [ als X)W ()
to to
pro kazdé t € [tg, T| P-skoro jisté.
Pravime, Ze feSeni tlohy (1), (2) je uréeno jednoznacné, jestlize pro libovolna

vvvvvv

P{X, =X, Vtelt,T]}=1.

Jinymi slovy, progresivné méfitelny proces X je feSenim, ma-li stochasticky dife-
rencidl (1) a plati-li X(tg) = ¢ P-skoro jisté. Charakteristickou vlastnosti FeSeni je
rovnost (ii), pfedpoklad (i) pouze zajistuje, Ze integraly v (ii) jsou dobie definovany.

Neni-li poc¢ateéni podminka specifikovana, pravime, ze .#-métitelny R”-hodno-
tovy proces X je TeSeni rovnice (1) (na intervalu [tg,T]), pokud je splnéno (i) z
definice 2.1 a

t

X(t):X(to)—I-/ b(s,X(s))ds-l—/ o(s,X(s))dW (s) (3)

to to

pro kazdé t € [to, T]| P-skoro vSude. KaZzdé feSeni rovnice (1) je zfejmé proces se
spojitymi trajektoriemi.
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Jsou-li funkce b a o definovany na Ry x R™, lze pfirozenym zpisobem zavésti
pojem FeSeni rovnice (1) na neomezeném intervalu [tg, co[ — pozadujeme, aby X
splitovalo (i) z definice 2.1 pro libovolné T' > tq a (3) pro kazdé t > .

O funkcich b a o hovofime jako o koeficientech rovnice (1); koeficient b se ob-
vykle nazyva drift (nebo lokalni posunuti), koeficient o pak matice difuse ¢i difusni
matice.® (Varovani: ty7 nazev matice difuse se pouZiva i pro matici $o0*.)

Poznamenejme, 7Ze v piipadé ¢ =0 a ¢ =y € R™ je X feSenim rovnice (1), (2)
podle definice 2.1 pravé tehdy, je-li X absolutné spojité (neboli Carathéodoryho)
feseni'® obycejné diferencialni rovnice

T=0b(t,r), x(tg) =y.

Cilem této kapitoly je dokazat nasledujici vétu, jez udava postacujici podminky
na koeficienty rovnice (1) zajistujici existenci (pravé jednoho) feSeni tlohy (1), (2).
Véta sama o sobé neni prilis silnd, ale jak uvidime, je zcela zdkladnim néastrojem

vev s

Véta 2.1. Budte b: [0,T] x R™ — R™, ¢ : [0,T] X R"™ — M,,,«,, borelovské
funkce vyhovugici nasledugicim predpokladim.:
(I) JK.<ooVte|0,T]VreR™

16(t, )| v [lo(t, 2)]| < K. (L4 [|[]),
(II) 3JK <ooVte[0,T]Vx,yeR™
||b(t,l‘) - b(tay)H \ ||0'(t,l’) - J(tay)H < I(H‘r - y”

Potom:

1° Pro kazdé ty € [0,T[ a libovolnou F, -mévitelnou funkci ¢ : 2 — R™
spliugici E||¢||* < oo existuje jediné Feseni X rovnice (1), (2).
takova, Ze

E sup [|[X(8)][P < C*(1+E[g|P). (4)
to<t<T

Poznamka 2.1. a) O funkcich vyhovujicich predpokladu (I) hovorime jako o
funkcich s (nejvyse) linedrnim ristem; omezené funkce (I) jisté spliiuji.

b) Pfipomenime pojem lipschitzovské funkce: jsou-li (I, or), (1, oj7) metrické
prostory, pak se zobrazeni f : I' — II nazyva lipschitzovské, pokud existuje kon-
stanta © < oo (lipschitzovskd konstanta) tak, Ze o (f(x), f(y)) < kor(z,y) pro

15Uziva se — nyni viak jiz fidce — i nizev dispersni matice.

160 theorii absolutné spojitych fefeni se lze poudit tieba v osmnécté kapitole knihy J. Kurzweil:
Obycejné diferencialni rovnice, SNTL, Praha 1978.
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v8echna z,y € I'. V pfedpokladu (IT) pozadujeme, aby funkce b(t,-) : R — R™,
o(t, ) : R™ — M, «n byly lipschitzovské s lipschitzovskou konstantou na ¢ € [0, T
nezavislou. Vzhledem k nejbéznéjsi interpretaci ve fysikalnich modelech nazyva se
obvykle v dvojici (t,x) € Ry x R™ proménnd t ¢as a x prostorova proménna. Pred-
poklad (IT) je proto znam jako lipschitzovskost v prostorové proménné (stejnomérna
v ).

c) Jestlize b, o nezavisi na ase, redukuje se (IT) na pozadavek lipschitzovskosti
funkei b : R — R™ a0 : R — M,,,x,. V takovém piipadé je (I) zfejmym
disledkem (IT).

d) Obecné plati, ze koeficienty vyhovujici (IT) jsou linearniho ristu, pokud jsou
b(-,0), o(-,0) omezené funkce na [0,T]. Uvidime oviem v dalsim vykladu, Ze je
uzitetné védét, které odhady zavisi pouze na predpokladu (I) a nikoliv na (IT).

e) Pokud je poc¢atecni ¢as to zvolen pevné, lze uvazovat koeficienty definované jen
na [tg, T] x R™. Zpravidla nas vSak zajima feSitelnost tlohy (1), (2) pro libovolnou
volbu pocatecniho ¢asu a pocatecni podminky.

Poznamka 2.2. Necht jsou b a o borelovské funkce definované na Ry x R™,
jejichz restrikce na [0, T] x R™ pro kazdé T > 0 spliuji (I), (IT) (s konstantami, které
mohou na T' zaviseti). Podle véty 2.1 pro kazdé T > t, existuje FeSeni X(T) tlohy

(1), (2) na intervalu [tg,T]. Z tvrzeni o jednozna¢nosti vyplyva, Ze Xt(S) = Xt(T)

pro vSechna ty <t < S P-skoro jisté, kdykoliv ty5 < S < T. Definujeme-li tedy
X, = x0T brot € fto+ N, to+ N +1[, N €N,

ovéfi se snadno, Ze X je (jediné) FeSeni (1), (2) na intervalu [tg, oo].

Poznamka 2.3. Podle definice je feSeni X progresivné méfitelny proces (jak to
i vyzaduje Itoova theorie stochastické integrace, kterou uzivame). .%; -métitelnost
pocatecni podminky ¢ je proto nutny predpoklad. Ttida ptripustnych pocatecnich
podminek ovSem zna¢né zavisi na volbé filtrace (7).

a) Necht je (.%;) obohacend kanonicka filtrace Wienerova procesu,

Fr=c(N,W(r), r<t), N={Nec.Z; P(N)=0};

je zndmo, 7e tato filtrace splituje (UC).1" Protoze W (0) = 0 P-skoro viude na {2,
je Zo = o(N, 2), tudiz .Zp-méFitelné funkce jsou P-skoro vSude konstantni. V ¢ase
to = 0 lze zadédvat jen deterministické pocatecni podminky, p(-) = 2z € R™ P-skoro
jisté.

b) Bud W (.%;)-Wienertiv proces pro néjakou filtraci (.%;) a ¢ ndhodné veli¢ina
nezavisla s Z.,. Polozme ¢, = .7, V o(p), t > 0. Je jasné, ze funkce ¢ je ¥, -
méfitelnd a proces W je (¥;)-adaptovany. Zvolme t > s, tvrdime, ze W(t) — W(s)

17Cf. 1. Karatzas, S. E. Shreve: Brownian motion and stochastic calculus, Springer—Verlag,
New York 1988, Proposition 2.7.7.
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a 9 jsou nezavislé. Podle predpokladu je totiz prirtstek W (t) — W (s) nezavisly se
o-algebrami % i o(y), je tedy nezavisly i s o-algebrou generovanou jejich sjednoce-
nim.'® W je proto (%4;)-Wieneriiv proces. To znamend, Ze tlohu (1), (2) s po¢atecni
podminkou nezavislou s Wienerovym procesem muzeme vzdy teSit pracujice na
stochastické basi (£2,.%, (%4;), P).

Poznamka 2.4. Jak uvidime v disledku 2.3, piedpoklad E[|¢||* < oo je pro
existenci reseni redundantni; methoda, kterou uzijeme k diikkazu véty 2.1, ho vsak
vyzaduje. Kvadraticka integrovatelnost pocatecni podminky je naopak podstatna,
chceme-li ziskat feSeni s kone¢nym druhym momentem. Tvrzeni 2° véty to dokonce
ukazuje pro libovolné p > 2: feSeni X, lezi v prostoru LP(£2;R™) pro vSechna t,
pokud v ném lezi pocatecni podminka ¢. Specidlné si povSimnéme, zZe je-li pocatecni
podminka ¢ = = € R™ deterministickd, pak sup,.; [|X|]| € L4(P) pro vSechna
q < o0.

Nejprve dokazeme, Ze existuje nejvyse jedno reseni. K tomu staci, aby koeficienty
splnovaly predpoklady véty 2.1 pouze lokalné.

Véta 2.2. Budte b: [0,T] x R" — R™ a0 :[0,T] x R — M,,«,, borelovské
funkce vyhovujici predpokladu

(III) VYN eN3dKy <oo Vt>0Vr,yeR™, || V]y|| <N
1b(t, ) = b(t, )| vV llo(t, ) — ot y)l| < Knlle -yl

Necht tg € [0,T] a X, Y jsou dvé Feseni rovnice (1) takovd, Ze X(to) = Y (to)
P-skoro jisté. Potom X =Y na [to,T], to jest

P{X(t)=Y(t) Vte€[to,T]} =1

Dutkaz. Pro zjednoduseni zapisu predpokladejme — bez ijmy na obecnosti — Ze
to = 0. Pro N € N polozme

v =inf{t > 0; | X;|| > N} Ainf{t > 0; [|YV;|| > N}

s konvenci inf() = T; 7y jsou ziejmé markovské Casy. Procesy X a Y Tesi (1) a
Xo =Y, z ¢ehoz plyne

X, -V :/0 {b(s, Xs) —b(s,Ys)}ds-l—/o {o(s,Xs) —o(s,Ys)} AW,

pro vSechna t € [0, T], specialné, oba integraly jsou dobfe definovany. Na mnoziné
{rnv = 0} plati X(¢t A7ny) = Y(tATn) = X(0)—Y(0) =0,0 <t <T, podle

18Viz nap¥. J. Stépan: Teorie pravdépodobnosti, Academia, Praha 1987, Dusledek II.5.2.
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predpokladu, na mnoziné {rx > 0} pak dostaneme || X(tATn)|| VY (EATN)|| < N
pro vSechna t € [0, T'] vzhledem k definici 7. Proto zfejmé | X (tATn) =Y (tATN)] €
L?(P) a funkce t — E|| X (tATn) =Y (tATn)||? je spojitd diky spojitosti trajektorif
a vété o majorisované konvergenci. Dale, uzitim (IIT) mazeme odvodit

T
2
E/O Lo ((3)]|o(s, X2) — o5, ¥2)|* ds
T 2
< K]QVE/ Loy ()| X — Y|P ds
0
T
<2RRE [ Lo IX P + [V} ds
< 4K3TN? < oo.
To spolu s predpokladem (IIT) umoziuje nasledujici odhady: JeZto
tATN
X(tATy)=Y(tATN) = / {b(s, Xs) = b(s,Ys) } ds
0

_|_/0 TN{U(S,XS)—U(S,YS)}dst

dostavame

2

E|X(tATN) =Y (EATN)|” < 2E‘ /0 ATN{b(s,Xs) — (s, Ys)} ds

2

tATN
-|—2E‘ / {o(s,Xs) = o(s,Ys)} AW,
0

tATN 2
< 2E</ [6(s, Xs) — b(s,Ys)Hds>
0 . ,
4 2EH/ Lore(($){o(s: X0) — o(s,Y2) ) AW,
0

tATN 9
< 2E{(t/\7‘N)/ |6(s, Xs) = b(s, )| ds}
0
t
+ 2E/ 1[0,TN[(3)H0(3,X5) —o(s, YS)szs
0
tATN
< 2K?V(T+1)E/ | X, — Yi||*ds
0

¢
< 2K3%(T + l)E/ [ X(sATn) =Y (sA TN)HQdS.
0
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Podle Gronwallova lemmatu (viz véta D.1)
E|X(tAT8) = Y(EATN)|* =0

pro kazdé t € [0,T], to jest, X(t A 7v) = Y (t A 7n) P-skoro jisté pro libovolné
t € [0, T]. Ze spojitosti trajektorii ihned plyne

P{we 2, X(t,w)=Y(t,w) Vt€[0,7n(w)]} = 1.

Zbyva si uvédomit, ze pro kazdé w, pro néz jsou trajektorie X (-,w), Y (-,w) spojité,
existuje No(w) € N tak, ze Ty (w) =T pro N > Ny(w). Q.E.D.

Mys$lenka dukazu véty 2.1. Je-li Y m-dimensiondlni .Z-méfitelny proces, definujme proces
RY predpisem

ﬁﬂ®:¢+/t

to

b(s,Y(s))ds + /tt o(s,Y(s))dW(s), to<t<T.

Proces X je zfejmé feSenim (1), (2), pravé kdyz X = KX, to jest, pokud je pevnym bodem
zobrazeni K. Je mozno nalézti iplny metricky prostor progresivné méfitelnych procesi, v némz
je R kontraktivni zobrazeni. Existence Feseni potom plyne z Banachovy véty o pevném bodu,
navic k (jedinému) reseni konverguje kazda posloupnost {X,} tvaru X,4+1 = 8X,, n € N, X
libovolny pocatec¢ni proces. Chtéjice se vyhnout technickym komplikacim pfi konstrukci tohoto
aplného prostoru neuzijeme vétu o pevném bodu, ale dokdZeme pirimo konvergenci posloupnosti
iteraci { X, } pfi vhodné volbé Xj.

Dukaz véty 2.1. Opét pro jednoduchost polozime tg = 0. Bud'p € [2, o[ takové,
ze E||¢]|P < 0o. Definujme pro k£ € N ndhodné procesy X, predpisem:

Xo(t)=¢, 0<t<T,

Xk+1(t):g0+/0 b(s,Xk(s))der/O o(s, Xp()dW(s), 0<t<T. (5)

a) Nejprve vyjasnime, 7e definice (5) je korektni, to jest, procesy Xy jsou .-
méfitelné a integraly v (5) konverguji. K tomu dokadzeme indukei, Ze existuje kon-
stanta D, zavisici jen na K., T, p, takova, ze pro vSechna k € N plati

k
L+ EIX5(1)][” < D(1 + Ell|?)

. 0<t<T. (6)
=0

Polozme
D = max (371, 6?71 TE " KP(C, + T%)),

kde C), je konstanta z véty 1.1. Pro k = 0 je Xy .#Z-méfitelny proces a odhad (6) je
trivialné splnén. Necht tedy pro néjaké k& > 0 uz vime, ze X je dobre definovany
A -méFitelny ndhodny proces vyhovujici odhadu (6). Potom jsou integrandy ve
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formuli (5) progresivné métitelné: podle predpokladu je X : [0,7] x 2 — R™
A -métitelné zobrazeni, tedy i

h:[0,T] x 2 — [0,T] xR™, (s,w)— (s, Xp(s,w))

je A#-métitelna funkce. Protoze b a o jsou borelovské, jsou superposice b o h a
o o h .#-méfitelné. Déle, podle predpokladu linedrniho ristu (I) a vzhledem k
indukénimu predpokladu jest

T T
e [ ot Xl s < Ko [ (B

<K.T(1+ sup (E[Xu(s)][P)/?) < oo,
0<s<T

T T
E [Nt XuF s < K2 [ (14 1Xu()])” as

T
< 21{3/ (14 E|Xu(s)]?) ds < oc,
0

tedy integraly ve formuli (5) jsou dobfe definovany. Ovéime, Ze (6) plati i pro k+1.
Odhadujme

ek =€+ [ s i+ [ ols, il aw e

p

p

t
<o (el + €| [ o053t
0

)

/0 o(s, Xi(s))dW (s)

= 3p—1(E||g0||p -|- Il -|- IQ)

Pfitom uzitim Holderovy nerovnosti a (I) dostaneme

n<e( [ 1o xuolas )

¢ t
Stp_lE/ ||b(s,Xk(s>)llpdssTp—le/ E(L+ 1 Xk(s)I1)" ds
0 0

+E

t
< (271K / (14 E| X4 (s)]7) ds.
0

Podobné vzhledem k odhadu pro p-ty moment stochastického integralu (viz piiklad
1.1)

t
I < C, T4 1E / (s, Xi(s))|P s
0

t
< zp—lKg;cpT%—l/o (14 E|Xu(s)7) ds,
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coz dava
t
El| Xk ()][” < 3P Elp||P + 6P T2 KP(C) + Tg)/ (1+E[Xk(s)]?) ds,
0

tudiz

L+ E[[ X1 (1)]” < D1+ Ellell”) + D/O (1+ E[[Xk(5)]") ds. (7)

Pravou stranu (7) odhadneme podle indukéniho piedpokladu:

(D'S)") s

t!

t k
L+ E|Xen (0] < D(1+Ellel) + D [ DL+ Elllr)
0 i=0

k+1 '
Dt)i
=D(1+E[¢l) > ( Z.!) ,

=0

¢im7 je (6) ovéreno.
b) PoloZzme
L=2r"'T:"1KP(C, + T%).

Uzivajice opét indukci dokdZeme, Ze pro vSechna k € N plati

Lt)k
E sup [[Xier(s) = X)) < B sup 1xur) - o)l 0<i<T (8)
0<s<t . 0<rT

Pro k = 0 je odhad (8) jisté pravdivy, je také ziejmé, Ze jeho prava strana je
kone¢na. Necht tedy je (8) jiz ovéfeno pro néjaké k > 0. Potom

E sup || Xiy2(s) — Xigi(s)|?

0<s<t
<2 'E sy /0 [b(r, Xep1 (1) — b(r, Xi(r)) L dr
+ 2p_1Eos<121;<)t /05{0(7“, Xpa1(r)) — o(r, Xk(r))} dW (r)

= 2p_1{.]1 + .]2}

Aplikace Holderovy nerovnosti a predpokladu (IT) dava

7y <E sup 5! / 16(r, X1 (r)) — b(r, Xa(r))||P dr
0

0<s<t

< TrIE / 15(r, Xiaa () — b, X (P[P dr

t
< T’p_lK’p/ El[Xpsa () — X(r)|? dr-
0
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Analogicky,
t
Jy < CPT%_IE/ \lo(r, Xky1(r)) — o(r, Xp(r))||” dr
0

t
< cpT%—le/ E|[Xpar (1) — Xi(r)|7 dr-
0

To spolu s indukénim predpokladem implikuje

t
E sup [[Xesa(s) = X ()P < L [ EIXira(r) — a7 dr
0

0<s<t

t Lkrk
gL/ T drE s [[X(0) — Xo(o)lP
0 - 0<v<T
Lk—i—ltk—i—l
=———FE sup [ Xi(v)— Xo(v)||P,
(k+1)' OgngH 1( ) 0( )H

tim je (8) dokazano.
c) Posloupnost {X}}32, je cauchyovskad v LP([0,T] x £2,.#,X ® P;R™), nebot
pro [ > j podle Minkowského nerovnosti a odhadu (8)

(E /OT 1X1(s) = X;(s)||P d3>1/p
) (E/OTHE[XkH(s) _Xk(s)]de8>l/p

< Z(E / Xia(s) — Xk<s>||pds)l/p

1/p
<103 (E sup [[Xia (1) — Xu(0)])

I\ 0<i<T
1/p -1 Lka 1/p
<1 (E s 160 - %0P) Y (5
0<t<T oy !
—0

pfiem? posledni krok plyne z konvergence fady Y 5o (i) ~Y/P(LT)"/?. Existuje tedy
progresivné méfitelna funkce X : [0, 7] x 2 — R™ tak, zZe

lim E/O 1Xu(s) — X(s)[7 ds = 0. (9)

k—o00
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Polozme

X(t) :go—l-/o b(s,f((s))ds—i—/o o(s, X (s)) dW (s). (10)

Nebot funkce b a o spliwji (I) a X e L?(\ @ P;R™), ovéi se snadno postupem z
bodu a), Ze integraly ve formuli (10) jsou dobfe definoviany a X je .Z-méfitelny
nahodny proces se spojitymi trajektoriemi.

d) Tvrdime, Ze

Jim B sup [ Xppa (1) = X (#)]]” = 0. (11)
k—oo  0<t<T

Podle definice jest totiz

Xpa1(t) /{bst —bsX }ds

+ /0 {o(s. Xk(s)) — o5, X(5))} AW ()

procez postupujice jako v bodu b) ukazeme

T
E sup [[Xppa(t) - X" < LE/ [ Xk (s) = X(s)|[” ds
0<t<T 0

a uZijeme (9). Porovnanim (9) a (11) nahlédneme, 7e X = X \ ® P-skoro vude,
takze z (10) dostaneme

X(t):go—l—/Otb(s,X(s))ds—l—/Ota(s,X(s))dW(s), 0<t<T,

P-skoro jisté a X je proto FeSeni ulohy (1), (2).
e) Véta 2.2 implikuje, 7e X je jediné FeSeni tlohy (1), (2).
f) Podle nerovnosti (6) plati

sup (14 E|X%(®)]|") < DePT(1+El|¢|P). k€N
0<t<T

Vzhledem k (11) ovSem limy_. o E|| Xk (t) — X (¢)||” = 0 pro v8echna ¢ € [0, T], tudiz
66z B[ X (1)[|” — E[X(D)]]" a

sup (1 + E||X(t)||”) < DePT (1 + E||o|?). (12)
0<t<T

44



Nyni uz snadno odvodime odhad (4). Jest

p

E sup ||X<t>||ps3p—1(E||¢||p+E sup
0<t<T 0<t<T

/Ot b(s, X (5)) ds

+ E sup
0<t<T

)

/0 o(s, X (s))dW(s)

T
<t (el 77 [ s X7

0

, T
+ O [ ol X))
0

P 4 4

< 3p_1<E||<p|IP + 2P KPTEN(C, + T§)/ (L+EIXI) ds)
0

a do pravé strany pravé odvozené nerovnosti dosadime z (12). Q.E.D.

Poznamka 2.5. Mirnou modifikaci method uzitych v dikazu véty 2.1 lze ukéa-
zat: za predpokladi této véty pro kazdé p € [2,00[ existuje konstanta Ct =
Ct(p,T, K) < oo takovd, ze

E sup [[X(8) — X < CTE|IX (1) — X (10) (13)

to<t<T

pro libovolna Feseni X, X rovnice (1) s X (to), X (ty) € LP(£2; R™). Nerovnost (13)
Ize prirozenym zpusobem interpretovat jako spojitou zavislost feSeni na pocatecni
podmince.

Naznatme diikaz (13). Z tvrzeni 2° véty 2.1 vyplyva, ze

£ swp {IX(]7 + 1S} < . (14)

to<t<

Postupujice jako v bodu b) dikazu mitizeme ovérit, 7ze

E sup ||X(8)—)~((3)||p

to<s<T

< 2 EX(0) - Kol + 271 [ EIX() - KOs (15)

to
pro kazdé T € [to, T]. Specialné,
E[J X () — X ()"
t
< 2PLE|| X (tg) — X (to)||P + 2p—1L/ E|X(r) — X(r)|[Pdr, to<t<T,

to
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a vzhledem k (14) lze uziti Gronwallovo lemma k odvozeni odhadu

E[|IX (1) = X(OIP < 207" TPE|X (to) = X(t)P, to <t<T.  (16)
Nerovnost (13) dostaneme, dosadime-li do (15) 7 = T a ziskany odhad zkombinu-
jeme s (16).

Poznamka 2.6. Jsou-li {;, : 2 — R méfitelné funkce takové, Ze ZEOZO ||Ck||Lp(Q) < 0o pro
néjaké p > 1, potom Fada > 72 ; (x(w) konverguje absolutné pro P-skoro viechna w, je#to

f, 2l apr =3 [ o] 4P < 3ol <o

Polozme nyni & = supg<i<t [ Xi+1(t) — Xi(t)||, v kroku ¢) dikazu véty 2.1 jsme implicitné
ukézali, Ze 7 ||¢[| Lr () < oo (pro p > 2) plyne Zio:[]HngLP(Q) < 00, co implikuje

oo
> osup [ Xpgr(t,w) — Xp(t,w)| ——— 0 (17)
o 0<t<T N—oo

pro P-skoro vSechna w. Jelikoz oc¢ividné

N-1
Xn(t) = Xot) + Y [Xes1(t) — Xi()],

k=0
pro M > N dostaneme
M-1
sup X0 = Xx (0 = sup || 3 X0 = X0
0<t<T o<t<T I, =%
oo
< > sup || Xgga () — Xp(t)]
S 0<t<T

a vzhledem k (17) je proto posloupnost { X y(-,w)} stejnomérné cauchyovska na [0,T] pro P-skoro
vSechna w. Podle (11) jest jeji limita nutné X (-,w), aproximujici posloupnost zkonstruovana v
dtkazu véty 2.1 tedy konverguje k feSeni v dosti silném smyslu:

Xg(-,w) —— X(-,w) stejnomérné na [0,T] pro P-skoro vSechna w.
k— o0
Ukazme si dale standardni postup, jehoz pomoci lze odstranit predpoklad integ-

rovatelnosti poc¢atecni podminky ve vété 2.1.

Ddsledek 2.3. Necht koeficienty b a o splnuji predpoklady véty 2.1. Potom pro
kazdé to € [0,T] a libovolnou F,, -méfitelnou funkci ¢ : 2 — R™ existuje jediné
reseni X alohy (1), (2).

Dukaz. Opét pro jednoduchost polozme ty = 0.
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KROK 1. Budte £,¢ : 2 — R™ Zy-méFitelna zobrazeni spliwjici E||€]]? < oo,
E||¢]]? < o0o. Necht jsou Y, Z feSeni rovnice (1) s po¢ateénimi podminkami Y (0) = &,
Z(0) = 1, zkonstruovana podle véty 2.1. Ozna¢me

Y ={we; {w) =vw)},

dokazeme, 7e
P{w ey sup ||[Y(tw)— Z(t,w)| # o} —0. (18)
0<t<T

Ziejmé jest 15(£ — ) =0 a 1y je .Zp-méfitelna funkce, tedy

1o (Y(1) - Z(1)) :/0 1o {b(s, Y (5)) — b(s, Z(s)) } ds
—l—/o 1x{o(s,Y(s)) —o(s, Z(s))} dW(s).

Uzitim lipschitzovskosti koeficientii dostaneme
t
El|1s(Y(t) — Z(1)||* < 2K*(T + 1)/ El|1s(Y(s) - Z(5))||” ds,
0

takze (18) plyne ze spojitosti trajektorii a Gronwallova lemmatu.
KRrOK 2. Bud nyni ¢ : 2 — R™ libovolnad .#y-méfitelna funkce, pro N € N
polozme

Y na QN?

On={we @ o <N on=logp= { "
0 jinde.

Potom ¢n € L*(%;R™) a uzitim véty 2.1 nalezneme feSeni Xy rovnice (1),
splitujici Xn(0) = ¢n. Podle kroku 1 jest X, = X P-skoro jisté na 2y, kdykoliv
M > N. Limita

X(w)= lim Xy(,w)
je tedy dobfe definovana P-skoro viude na (J,,, £, ptitom P (U5 20) = 1.
Filtrace (.%;) splimje (UC), proto je snadné dodefinovat X jako (.%;)-adaptovany
proces se spojitymi trajektoriemi (nutné tedy progresivné métitelny). Podle kon-
strukce jest X = X skoro jisté na {25, odtud plyne

/OU(S,XN(S))dW(s):/O o(s, X(s))dW(s), 0<t<T,
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P-skoro vSude na 25. Jezto o¢ividné

/Ot b(s, Xn(s))ds = /Ot b(s,X(s))ds, 0<t<T,

P-skoro vSude na 2y, nahlédneme uz snadno, 7e proces X ftesi rovnici (1), (2);
jednoznacnost je opét dusledkem véty 2.2. Q.E.D.

Poznamka 2.7. Odhlédneme-li od rovnic linearnich, jimz bude vénovana pristi
kapitola, jsme jen vyjimecné schopni zapsat feSeni stochastické diferencidlni rovnice
v uzavieném tvaru. Jeden pripad, kdy to lze, pro zajimavost uvedme. Uvazujme
jednodimensionalni rovnici

dX = b(t, X)dt + o(t, X)dW, X(0) =z € R, (19)

se spojitymi koeficienty b,o € (R, x R). Necht existuje derivace % a je spojita

vSude na Ry x R. Primocara aplikace Itoovy formule ukazuje, Ze pokud je u €
¢1.2(Ry x R) funkce takovd, ze

O 1) = bt u(t, ) — 5 (097 ) 1, ult. ). "
olt) = alt.u(tg)), u(0,0) = o,

pro vSechna (t,y) € Ry x R, pak proces X; = u(t, W) Tesi rovnici (19). Nalézti
funkci u vyhovujici vztahtim (20) ovSem obecné neni o nic snazsi, nez explicitné
fesit pifmo tlohu (19), nicméné, nékdy tvar funkce u uhadnout lze.l®
Kuprikladu, pii a > 0 je process
Xy = (14 t)*[xo + a(W — t)]

feSenim rovnice

dX = <1—+t —a(l+1) )dt-l— a(l+4)2dW, X(0) = .
Je-li x¢ € |—m, [, pak proces

Xy =2 arctg[tg(%)ewt]
fesi rovnici .
dX = 1 sin2X dt 4+ sin X dW, X (0) = zo.

Ovsfit vztahy (20) je v prvém piipadé snadné, jde ovSem o rovnici linedrni, kterou lze jinymi
postupy vytesit pohodlnéji. V druhém pripadé uzijeme nasledujici formule z elementarni trigono-
metrie:

. o . _ x _ 1

sin2x = 2sinxcosx, sinarctgx = m, cosarctgx = m

vevs

aby Feseni viibec mohlo byt tvaru w(t, W), lze nalézti v uc¢ebnich textech P. Mandl: Elements of
stochastic analysts, Example 5.2, a P. Mandl, V. Lanska, I. Vrko¢: Exercises in stochastic analysis,
Exercises 21-28, které vysly jako priloha ¢asopisu Kybernetika, ro¢nik 14(1978).
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3. LINEARNI STOCHASTICKE DIFERENCIALNI ROVNICE

Tato kapitola je vénovana linedrnim stochastickym diferencidlnim rovnicim. Jed-
nak jsou dilezité v aplikacich, jednak je (alespon v principu) mozno nalézti jejich
feSeni v uzavieném tvaru, coz usnadnuje hlubsi zkoumani jejich vlastnosti.

V celé kapitole predpokladame, Ze jsou pevné zvoleny stochastickd base (£2,.7,
(%), P), n-dimensionélni (.%;)-Wienertiv proces W a koeficienty A, b a o splijici

(P) Ae LIIOC(R-F;MWLXWL)’ be Llloc(RF’Rm) a o0& LIQOC(RF;MWXH)'

Jinymi slovy, A, b a o jsou métitelné funkce takové, ze

T
/ {||A(t)|| + ||6(8)|| + ||a(t)||2} dt < oo pro vSechna T > 0.
0

Necht je dale dano ty > 0 a .%;,-métitelnad ndhodna veli¢ina ¢ : {2 — R™. Budeme
vySetfovat tilohu

dX = [A(O)X +b(t)] dt + o(t) AW (t), X(to) = 2. (1)

O¢ividné jdé& o specilni pripad rovnice dX = b(t, X) dt + &(t, X) dW, uvazované v
kapitole 2, pTi volbé

b(t,x) = A(t)x + b(t), 5(t,x) = o(t), t>0, x € R™. (2)

Rovnicim tvaru (1) ¥ikdme linedrni (pi pevném ¢ je jejich difuse konstantni a drift

afinni funkce).

Je znamo,?° 7e za piedpokladu (P) existuje fundamentélni matice @ = &(-, tg)

(odpovidajici po¢ateénimu ¢asu to > 0) homogenni linearni diferenciilni rovnice
&= A(t)x;
to jest, funkce @ € AC)oc(Ry; M, % ) vyhovujici vztahu
t
o(t)y=1 —I-/ A(s)®(s)ds, teRy. (3)
to
ReSen{ (deterministické) nehomogenni differencialni rovnice
&= A(t)x + b(1), x(tg) = =
je dano formuli variace konstant

o(t) = B(t)z + (1) / & (s)b(s) ds. (4)

to

Ukéazeme, ze vzorec (4) lze rozsifit i na linedrni rovnice stochastické.

208truéné odvozeni potfebnych vysledkd je podino v apendixu E, kde je i zavedeno uZivané
oznaceni.
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Tvrzeni 3.1. Nahodny proces

t

X(t):@(t)w+¢(t)/ ¢—1(s)b(s)ds+¢(t)/ &Y (s)o(s)dW(s), t>to, (5)

to to
je jedinym fesenim dlohy (1).

Poznamka 3.1. Predpoklad (P) zajistuje, Ze integraly ve vzorci (5) jsou dobie
definovany. Pov8imnéme si, ze funkce b a & zavedené v (2) spliuji predpoklady
véty 2.2; predpoklady véty 2.1 jsou splnény, jsou-li A, b a o navic lokdlné omezené.
Vyznam tvrzeni 3.1 nespociva v existencnim vysledku ponékud obecnéjsim, ale v
explicitni representaci Teseni.

Heuristicky lze formuli (5) odvodit z vzorce (4) nésledujici tvahou: kdyby byly trajektorie
Wienerova procesu absolutné spojité, pak by byla tloha (1) ekvivalentni s rovnici X = A(¢)X +
{b(t) + o(t)W(t)}, jejiz feSeni miZeme representovat pomoci (4), coz vede na rovnost (5). (Pro
absolutné spojitou funkci W totiz plati W dt = dW.)

Podotknéme déle, Ze formule (5) poskytuje proces se stochastickym diferencidlem (1) pro libo-
volnou ndhodnou veli¢inu @, ne nutné adaptovanou. Proces X ovSem v takovém pripadé nemusi
byt progresivné méfitelny; lze ho pokladat za Feseni (1), je vSak nutno s nim pracovat dostatecné
opatrné.

Pfipomenime, Ze Itoova formule, pouZita na funkci (x, y) — 2y, poskytuje jedno-
duchy vyraz pro stochasticky diferencial souc¢inu: pro spojité redlné semimartingaly
Y1, Y2 plati

t t
VE =Yg+ [ i [vEavie v,

Maji-li Y!, Y2 stochasticky diferencial, dY;} = a!dt + 3¢ dB;, kde B je relny
Wienertiv proces, pak

dY'Y?) = {a'Y? + Y + 3"} dt + {B'Y? + °Y"} dB.
Nyni jiz mazeme pfistoupit k ditkazu formule variace konstant (5).

Ddtkaz. Jednoznac¢nost plyne z véty 2.2, primy diikaz je vSak snadny: jsou-li Xy,
Xy dvé FeSeni problému (1), pak podle definice FeSeni

Xl(t)—XQ(t):/t A(s){X1(s) — Xa(s)} ds, > to,

P-skoro jisté, tudiz také

t
||X1(t,W)—X2(t,W)||§/ [A()[[ | X1(s,w) = Xo(s,w)|ds, T > to,
to
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pro P-skoro vSechna w € (2, 1ze proto uziti Gronwallovo lemma. (Uvédomme si,
ze funkce ||A|| je lokalné integrovatelna a trajektorie procesu Xy — X5 jsou spojité
skoro jisté.)

Ovérime, 7e proces X definovany vztahem (5) je feSeni. Zfejmé je X progresivné
méfitelny a X (tg) = 1. Oznacme

U= (W), X)) = (X)), o) = (D5(1)]_,, @7'(t) = (I3 (1))

PoloZme

w]+2/ L (5)be (s ds+ZZ/ )i (s) dWi(s),

=1 k=1

1 <5 <m. Tedy

Xi(t) =) _®;;(1)Z;(t), 1<i<m
j=1
Jezto
dZ;(t) = Liu(be(t) dt + > > Tin(t)ow(t) dWi(t),
k=1 =1 k=1

d®;; (t) = Emz Aiq(t>¢qj (t)dt,

g=1

(prva z téchto rovnosti je pfimym dusledkem definice Z, druhd je prepisem (3) v
symbolice stochastického diferencidlu), plati podle véty o stochastickém diferencialu
soucinu

d(®i;(t)Z;(t)) = i Pij () Lk (t)br(t) dt + i Aig(t)q (1) Z;(t) dt

k=1
+ YO B () k() owi(t) dW(2).
=1 k=1
Berouce do uvahy, 7e
S @) T(t) = b
j=1
dostaneme
AxXi(t) = > d(@y(6)7;(1))
j=1
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NE
NE

;i () (t)br(t) dt

7~
I
=

o
I

i=1
Aiq( <i@ > dt
1 j=1

i@w (t)ow(t) AW (t)

15=1

NE

Q
I
»Q

+
M:
Ms

=1

x>
I

Ms

zkbk dt + Z Azq

k=1
+ Z Z 5ik0'kl(t) dWl(t).
=1 k=1
Odvodili jsme rovnost
AX(t) = | D Aig(t)X,(t) + bi(t)| dt + > oq(t) AWi(t),
qg=1 =1

1 <i<m, X(t) je tudiz feSenim rovnice (1). Q.E.D.

Tvrzeni 3.2. Bud X(t) reseni rovnice (1) s pocdtecni podminkou spliujici
El[v||? < oo. Definujme funkce p : [tg,00[ — R™ a o : [to,oo[2 — M, xm
predpisem

Potom

o(s,t) = d(s) |:Q(t0, to) + /ts & (u)o(u)o(u)*@~ (u)* du] d(t)* (6)

pro libovolnd s,t € [tg, co].

7 formule (5) lze snadno nahlédnout, 7e X (t) € L2, pokud ¢ € L?, takie p a o
jsou korektné definovany; u se nazyva vektor strednich hodnot, o kovariancni matice
procesu X. Pro nazornost jesté definici p a o prepisme po slozkach:

wit) = EXi(t), 1<i<m,

0i(s,t) = E{ (Xi(s) — EX(9)) (X,() —EX,(0)) |, 1<ij <
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a uvédomme si, ze

takze o(tg,tg) = 0, pravé kdyz je po¢ate¢ni podminka deterministickd, p = x € R™
P-skoro jisté.

Dukaz. Prvé tvrzeni je ziejmé, odvodime druhé. Predpokladejme nejprve, ze
1) = 0. Pro ur¢itost bud s < t. Uvazme, Ze

H, = /tv O~ r)o(r)dW (r), v > to,

je spojity m-dimensionalni L?-martingal; z vysledkil uvedenych v kapitole 0 plyne
rovnost

Poviimnéme si, Ze (H)) je deterministickd funkce, tedy E[H,H}] = (H),. Uzitim
formule (5) a definice o dostaneme:

ot - E K@(g) /s 5 (w)or () dW(U)> (gzs(t) /tgﬁ_l(u)a(u) dW(u)>*]

to to

— @(s)E [H H} | (1) = &(s)E [E[HSH;“ | 325]] o(t)*

:@@EP&U&M%H@W:@@HHﬂQ@W

::@@)(/Sé_%uﬁ%uﬁﬂuﬁé_%uﬁdu)@@ﬁ.

to
Je-li ¢ # 0, miizeme postupovati zcela analogicky uvédomivse si, ze H; a 1 jsou
nezavislé.?! Q.E.D.
Poznamka 3.2. Polozme V (t) = o(t,t). Z tvrzeni 3.2 vyplyva, Ze funkce pa V'
vyhovuji diferencidlnim rovnicim
fr=A(t)n+b(t),
V =AMtV + VAW +o(t)o(t)*.
V piipadé funkce p je to ihned ziejmé z formule variace konstant. Vzorec (6) ukazu-
je, 7ze V€ AC1oc(Ry; My, wm ), funkce V' ma tedy pro skoro vSechna t > 0 derivaci,
jiz 1ze z (6) snadno spo&isti.
Umluva. Budeme-li v dal$im predpokladat, Ze po¢ateéni podminka v : 2 —
R™ je gaussovska, vzdy pripoustime i degenerovany ptipad v = x € R™.

21Nez4vislost snadno plyne z nezavislosti piiriistktt Wienerova procesu, viz analogické tivahy
v dikazu nasledujiciho tvrzeni.
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Tvrzeni 3.3. Bud X teseni ulohy (1) s gaussovskou pocatecni podminkou 1.
Potom je ndhodny proces X gaussovsky, to jest: pro libovolnd to <t < ...<t; je
(X(t)* ..., X(t;)*)* : & — R™ gaussovskd ndhodnd veli¢ina.

Dtkaz. Zvolme libovolné ¢ty <ty < --- < t;, poloZzme

Z(t):¢+/ O Ys)o(s)dW(s), t > to,

a Ooznacme X(tl) Z(tl)
X = ; , Z= ;
X(t;) Z(t5)
Potom
() ... 0 Lo (s)b(s) ds (1) ... 0
X=| - : o |2
0 ... &) 2 d=1(s)b(s) ds 0 ... &)

Prvy ¢len vpravo je deterministicky, proto je vektor X afinnim obrazem Z a staci
dokazat, ze Z je gaussovsky. Jest ovSem

I, 0 ... 0 Z(ty)

Im Iy ... O Z(ts) — Z(t1)
Z=| . . . : : ;

Lm Ly oo Lo/ \Z(t;) = Z(t;_y)

kde I,,, € M,,«,, je identickd matice typu m x m. Dtkaz bude hotov, ovérime-
li, ze Z(t1), Z(t2) — Z(t1),...,Z(t;) — Z(tj—1) jsou nezavislé gaussovské (pak je i
jejich sdruzené rozdéleni gaussovské). Budte @, (deterministické) M, x,,-hodnotové
jednoduché funkce takové, ze

r—00

lim ’ |@:(s) — 525_1(5)0(5)H2 ds = 0.
0

Potom se snadno — uzitim definice stochastického integralu a nezavislosti prirtst-
k&t Wienerova procesu — ovérd, Ze ftt:“ Q. (s)dW (s) je F,, ,-méfitelny gaussovsky
vektor nezavisly s .%;,, i = 0,...,7 — 1. Pocatecni podminka ¢ je .%; -méfitelna
gaussovska, takze i ¢+ [ ttol Q. (s)dW (s) je .Z#;, -méfitelny gaussovsky vektor. P¥itom

2
=0,

tit1
lim E
rT— 00

Q. (s) AW (s) - / e s)o(s) AW ()

N J/
-~

=Z(tiy1)—Z(t:)

t;
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takZe si sta¢i uvédomit, ze L2-limita gaussovskych ndhodnych veli¢in je gaussovska
a téz nezavislost se limitnim prechodem zachova. Q.E.D.

7 pravé dokézaného tvrzeni 1ze vyvodit ponékud prekvapujici disledek. Vime, ze
feSeni X rovnice (1) s poc¢ateéni podminkou ¢ gaussovskou ma v ¢ase t > to rozdéle-
ni A (u(t), o(t, t)). Je-li matice o(t, ) regularni, mé gaussovska mira A (u(t), o(t,t))
hustotu f, f > 0 na R™. Uvédomivse si, ze neprazdné oteviené podmnoziny v R™
maji kladnou Lebesgueovu miru, dostaneme nésledujici tvrzeni:

Dusledek 3.4. Bud X feseni (1) s gaussovskou pocdtecni podminkou . Necht
je t > tg takové, Ze o(t,t) je regularni matice. Potom

P{X(t)eU} >0 (7)

pro kaZdou U # O otevienou v R™.

Nahodny proces, splinjici (7) pro kazdé t > t; a kazdou otevienou mnozinu
U # 0, se nazyva irreducibilni. Irreducibilita hraje dilezitou roli pfi vySetfovani
limitniho chovani ndhodnych procesii, odvodime proto nyni postacujici podmin-
ku pro regularitu matice o(¢,t) jako jednoduchou ukazku hlubokych vztaht, které
existuji mezi stochastickou analysou a theorii tizeni. Polozme

Mt:/ B (5)o(s)o(s) 1 (s)" ds, 1> to,

to

Pripomenme, ze
o(t,t) = &(t)[o(to, to) + M;]P(t)*

a @(t) je regularni matice; o(t,t) je tedy regularni, pravé kdyz je o(to,to) + M;
regularni matice. Pritom ziejmé

(Mta:,a:>:/ (@~ (s)o(s)o(s)* @ (s) w,z) ds

Lo
= / t<a(s>*¢‘1(s)*x,a(s>*¢—1(3>*x> ds
y
= [ [lo(s) @~ (s) || ds
> U,to reR™.
Obdobny vypocet ukaze, ze
(o(to,to)x,x) >0, xe€R™.

Matice o(to,to) a My jsou tudiz positivné semidefinitni, jejich soucet je proto také
positivné semidefinitni. Positivné semidefinitni matice je regularni, pravé kdyz je
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positivné definitni. Postacujici (a v pripadé o(to,tp) = 0 i nutnou) podminkou k
regularité o(t,t) je tedy positivni definitnost (ekvivalentné, regularita) matice M;.
Uvazme rovnici s fizenim

y=At)y+o)(t), ylto) =z, (8)
kde, jako difve, A, o vyhovuji predpokladu (P) a v € L2 _([tg,o0[;R™) je dana

loc
funkce. Vzhledem k (P) je o(-)v(-) € L ([to,o0[;R™) a na tlohu (8) je mozno
aplikovat vétu E.1.

Definice 3.1. Dvojice (A, o) se nazyva requlovatelnd na [to, t], jestlize pro vech-
na x,z € R™ existuje v € L?([to, t]; R") tak, 7e feSeni y rovnice (8) spliwje y(t) = 2.
(To jest, pro kazdy pocatecni stav x a koncovy stav z existuje funkce v, ktera ¥idi
systém (8) z = do z. )

Tvrzeni 3.5. (A,0) je requlovatelnd na [to, t], pravé kdyz je M, reguldrni.

Dukaz. Je-li y feSeni rovnice (8), pak podle vzorce pro variaci konstant

s =+ [ o (sho(s)els) s

Zavedme zobrazeni
t
&; : L*([to, t];R") — R™, v+ / &~ (s)o(s)v(s)ds.
to

Podle definice regulovatelnost dvojice (A, o) na [tg,t] znamend, Ze pro libovolna

v,z € R™ existuje funkce v € L?([tg,t];R") tak, 7e z = &(t)x + &(t)B,v, to jest

Bw = & Y(t)z — x. Zobrazeni &~1(t) a h — h — x jsou bijekce R™ na sebe;

regulovatelnost (A, o) na [tg, ] je tedy ekvivalentni s rovnosti Rng(®,) = R™.
Je-li M; regularni, pak pro libovolné pevné zvolené z € R™ polozme

v(s) =o(s)* @ (s)* M 2,
diky (P) plati v € L?([tg,t]; R™). Dostaneme
t t
G = / & (s)o(s)v(s)ds = / O~ (s)o(s)o(s)*® (s)* ds M1z
to to
= MMz = 2.

Naopak, bud M, singularni. Pak lze nalézti z € R™, z # 0, tak, ze M;z = 0, proto
té7

0= (Mz,z) = /t (@7 (s)o(s)o(s) @ (s) 2, 2)ds

0
t

= / Ha(s)*(l5_1(s)*zH2 ds,
to
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odtud o(s)*®1(s)*z = 0 pro A-skoro viechna s € [tg,t]. TudiZ pro kazdou v € L?
plati

t

(B, z) = / (@~ (s)o(s)v(s), z)ds = / (v(s),0(s)*@ ' (s)*2)ds =0,

to to

coz implikuje Rng(®,) C [Lin(z)] + S R™, tedy (A, o) neni regulovatelna na [to, t].
Q.E.D.

Priklad 3.1. Matice M, jsou regularni, pokud funkce oo* nabyva hodnot v
reguldrnich maticich. Ptresnéji: necht lze nalézti § > to tak, aby matice o(t)o(t)*
byla positivné definitni pro ¢ € Jto, 6] (to jest, aby (o(t)o(t)*z,z) > 0 pro kazdé
z # 0 a v8echna t € |tg,8[). (Specidlné je tento predpoklad splnén, je-li m = n a
o(t) je regularni pro to < t < 8.) Pak je Mp regularni pro libovolné T > t.

Skutec¢né, necht pro spor plati Mz = 0 pro néjakd T' > tg a z # 0. Potom:

0= (Mpz,z) = / (@7 (s)o(s)o(s)* @™ " (s)*z,2) ds

to

= / (o(s)a(s) @~ (s) 2,07 (s)*2) ds

to

TAS
> / (o(s)o(s)* @' (s)* 2,07 (s)*2) ds > 0,
to
jezto @7 1(s)*z # 0 z regularity &(s), a tedy integrand je striktné positivni na
|to, T A 6] podle predpokladu positivni definitnosti.
Piiklad 3.2. Lze ukazat,?? Ze pro konstantni matice A € My, xm, 0 € My, xp je
dvojice (A, o) je regulovatelna na [tg, t] pro v8echna t > t(, pravé kdyZz ma matice

[a, Ao, A0, . .. ,Am_la] € My xmn

hodnost m (tedy maximalni moznou).
V nasledujicich prikladech detailnéji rozebereme nékolik jednoduchych linedrnich
rovnic.
Priklad 3.3. Ornstein-Uhlenbeckovym procesem se nazyva reSeni jednodimensio-
nalni rovnice
dX; = aX,;dt + o dW;, (9)

s konstantnimi koeficienty o, € R, ¢ # 0. Toto feSeni je ddno vzorcem

t
X, = Xpet + 0/ e (t=9) dW (s), 0<t< o0
0

22Viz napf. J. Zabczyk: Mathematical control theory: An introduction, Birkhiuser, Boston
1995, Theorem 1.2.
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Je-li EX3 < o0, a # 0, pak podle tvrzeni 3.2 dostaneme

2 2

g g
t,t) = Var(X;) = —— 0,0) + — )e?*".
Q(,) ar( t) 2a+<9(, )+2a>6

Zkoumejme nejprve pripad a < 0. Polozme

2
ag
oo:__>0
€ 2x

a uvazujme Tesenf X rovnice (9) s gaussovskou pocateéni podminkou X, majic
rozdéleni .47(0, 0 ). Potom mé X, rozdélen{ (0, 000) pro vSechna t > 0; lze
dokonce ukézat, Ze feseni X je striktné stacionarni. Necht je X libovolné feSeni (9)
s gaussovskou pocateéni podminkou X (stéle pfipoustime i Xy = x € R), pak ma
X, rozdéleni A (u(t), o(t,t)) podle tvrzeni 3.3. Ziejmé

lim pi(t) =0,  lim o(t, ) = oo,

t—oo

odtud

Ef(Xt> — w> dy

1 [o.@)
2mo(t, t) /_oo fy)exp <_ 20(t,1)

1 > =
vty e /_ /() exp (—QZ—O) dy = Ef(Xo)

pro kazdou omezenou borelovskou funkci f : R — R podle véty o majorisované
konvergenci. (Specialné tento vysledek plati pro funkce tvaru f = 14, A € Z(R), a

pro omezené spojité funkce na R, coZ znamend, ze X; konverguje k X v distribuci.)
Naopak, pti o > 0 jest
lim o(t,t) = +o0,
t—oo

proto pro gaussovska feseni X dostavame

N S B e (00) s
P{Xte[_c’c”‘Wm(t,t)/_c (o)

2c
< 0

T/ 2mo(t,t) t—oo

pro vSechna ¢ > 0.
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Shrnuto: libovolné gaussovské feSeni X rovnice (9) je irreducibilni a plati:

a<0 = VAeBR) P{X, cA} — N (0, 050 )(A),

a>0 = VA€ H(R) omezenou P{X, € A} —— 0.

t—o0

Methodami méné elementarnimi lze dokazat daleko vice: Bud X libovolné (nikoliv
nutné gaussovské) reseni rovnice (9), potom

sup |P{X; € A} — A0, 00)(A)| —— 0
AEB(R) t—o0

piia<0a
tlim | X:| = 400 P-skoro jisté

pri a > 0.
Poznamenejme, 7e termin Ornstein-Uhlenbecktiv proces se mnohdy pouziva i pro
reSeni soustavy

dX = AX dt + o dW (1)

linearnich stochastickych diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty A €
M, xm, 0 € M, ; to jest pro proces

t
X, =X, —I-/ A=) g AW ().
0

Piiklad 3.3 — pokradovani. Ndhodny proces popsany rovnici (9) byl ve fysikdlni literature
(P. Langevin, 1908; G. E. Uhlenbeck & L. S. Ornstein, 1930) uvaZovan jeité pred vznikem mo-
derni theorie ndhodnych procest jako model pro rychlost brownovské ¢astice v prostredi s tfenim.
Predstava je zhruba nasledujici: bud X poloha ¢astice v ¢ase t, pak prvni derivace X je rychlost
¢astice a druha derivace X jeji zrychleni v case t. Podle druhého Newtonova zakona mX = F,
kde m je hmotnost ¢astice a F' pusobici sila. Predstavujeme si, Ze sila je tvaru

F . .
— =aX + oW

m

s 0 # 0, a < 0, pfi¢emz prvni ¢len vpravo representuje t¥eni (jeZ je zavislé na rychlosti), druhy
nahodné fluktuace. Pfi rigorosni interpretaci dostaneme systém rovnic

dX(t) =V(t)dt, dV(t) =aV(t)dt+ o dW,
X(0) = =, V(0) = vo,

kde xg,v9 € R jsou zadané (deterministické) poc¢ateéni podminky a W jednodimensiondlni Wie-
nerav proces. Rovnici pro V umime vyfesit, poloha Castice je pak dana vztahem

X(t) = 20 + /Ot V(s)ds, t3>0. (10)
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Pro aplikace je dtilezité znat nejen vlastnosti procesu V (které jsme uvedli v prvni &asti prikladu),
ale 1 procesu X. Rozdéleni X spolteme vychéizejice z toho, Ze dvojice (X, V)* fesi stochastickou
diferencidlni rovnici

1(F) = (5 D))o () aw=a (3 )are (2)aw
(V)= ()

neni pfitom podstatné, zda a < 0, pFedpoklddejme tedy pouze a # 0. R2-hodnotovy proces
(X,V)* je gaussovsky podle tvrzeni 3.3, proto i proces X je gaussovsky. Matice A m4 vlastn{ ¢isla
0, a; celkem snadno se ovéri, ze
1 at
B sVl (11)
0 eozt

Dosazenim z (11) do formule variace konstant dostaneme ihned

/t e (t=2) QT (s) — W(t)}, (12)

0

X(t):xo—{—%(eat—l) +E{

o
t

V(t) = ety + 0'/ (=) AW (s);
0

druhd z téchto rovnost{ je ndm ovSem zndma. (Lze se pfesvédcit, ze (12) je vskutku ve shodé& se
vztahem (10), a to bud za pomoci Fubiniho véty pro stochastické integraly, nebo uZitim identity

/e(s)dW(s):e(t)W(t)—/ &(s)W(s) ds,
0 0

platné pro e € €1([0,t]).) Oznaéme m vektor stiednich hodnot a ¢ kovarianéni matici procesu

(X,V)*, potom
V0, ot
et () (5
604

Vo tvo

olt.t) = /0 Fat=s) (g) (00) (40" as
=L (D) ()

a, jelikoz 0(0,0) = 0,

J_ ar _ 2 U_ ar _ ar
= /t QZ( 1) “ (e l)e dr
0 J_ (ear _ l)ear 0'2620”
«

Rozptyl ndhodné veli¢iny X; odpovid4d levému hornimu rohu matice o(t,t), tudiz

2 t

o 2
Var(Xt)ZE <6a5—1> ds
0
0-2 ‘ 2as
=Z — 2 +1}d
az 0{6 e S
0-2 1 2at
= S (€ —1) —2(e™ —1) +at ).
5@ -1 —2(e" —1) +a
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Vidime, 7ze X je gaussovsky proces s rozdélenim

X,(P) = JV(xo + %(eat —1) o2 {%(emt -1) —2(eat —1) +at}> , t>0.

7a3

Priklad 3.4. Je-li a = 0, lze postup z predchoziho prikladu snadno modifikovat a spocitat
rozdélen{ integrovaného Brownova pohybu. Necht je B redlny (%#;)-Wienertiv proces a

t
It:/ Bsds, 3> 0.
0
Dvoudimensiondlni proces (I, B)* fesi rovnici
X 0 1)\ /X 0 X(0) 0
d = dt dB =
(0)=( o) (F) e () o (¥0) = (0)

———
=TI

je tudiz gaussovsky. Matice I je v Jordanové kanonickém tvaru, takze

Pro libovolné ¢t > 0 m& (I;, B¢)* rozdéleni A0, o(t,t)), kde
t
o(t,t) :/ el't=m) ((1)> (01) (eF(t_r))* dr

0
t

:/ 1 r 0 0 1 0 dr
o \o 1/)\o 1)\ 1

1,3 1.2

:/t r2 dr = 3ttt

o \7 1 2 )

Odvodili jsme, Ze ndhodnd veli¢ina I; ma rozdéleni JV(O, %t‘?).

Priklad 3.5. Uvazujme stochasticky harmonicky oscilator
i+ wle=oW, x(0)=xq, &(0)= v,

kde 0 # 0, w > 0, W je jednodimensionalni Wieneriv proces a xq, vg jsou .%g-
méftitelné ndhodné veli¢iny, to jest — rigorosné — uvazujme systém

(1) =L o)) () (i) = () 0

Uziv8e znalost fundamentalni matice (viz priklad E.3) a formuli variace konstant
dospéjeme k rovnosti

¢
x(t) = xpcoswt + Dginwt + 2 / sinw(t —r)dW(r).
w w Jo
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Pro xq, vy deterministicka proto plati

v
Ex(t) = 2o coswt + — sinwt,
w

o [t o?
Var(z(t)) = E/o sin” wrdr = 3 [2wt — sin 2wt].

Ozna¢ime-li A matici v driftu rovnice (13) a X' difusni matici, pak

(2, AX] = (2 g)

tedy R?-hodnotovy proces (x,v)* je irreducibilni podle piikladu 3.2. (Pov&imnéme
si, 7e matice ¥ X* je singularni, tvrzeni z piikladu 3.1 proto nelze uziti.)
Podobné pro stochasticky oscildtor se slabym tlumenim (0 < v < w)

i+ 2y +w?r = oW, 2(0) =zo, #(0) = vy,
dostaneme

Yxo + Vo

x(t) = e‘”t{xo cos wt +
w

w

¢
sin wt} + g/ e " sinw(t — r) dW (r)
0

kladouce @ = y/w? — ~2.

Poznamka 3.3. Pti pevném t je drift linearni stochastické diferencidlni rovnice
afinni funkce prostorovych proménnych, zatimco difusni koeficient je konstatni. V
nékterych pripadech 1ze nalézt v uzavieném tvaru i fesSeni bilinedrni rovnice, v niz
jak drift, tak difuse jsou afinni funkce.

Nadéle predpokladejme, 7e W = (Wy,...,W,)* je n-dimensiondlni Wieneriv
proces. Uvazujme nejprve piipad jedné rovnice (m = 1). Necht jsou

Aja:Ry — R, S,0:Ry — My,

lokalné omezené méritelné funkce a ¢ je .Z#p-méritelna nahodna veli¢ina. PoloZzme

Z(1) = exp ( / A - LisaR) du+ /

Potom je ndhodny proces X (t) = Z(t)( (jedinym) FeSenim rovnice

t

S(u) dW(u)), t>0.

dX = A()X dt + XS dW (1), X(0) = C. (14)
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Regeni nehomogenni rovnice
dX = [A()X +a(t)] dt + [XS(t) + o ()] dW(t), X(0) =, (15)

je dano vztahem

X(t) = Z(t) {u/ot Zl

— S(u)o(u)*t du Fo(u) u
o {at = Swotw}aut [ Faww]. a9

ndhodny proces Z tedy hraje tlohu obdobnou fundamentalnimu FeSeni. (Podle své
definice je Z proces se striktné positivnimi spojitymi trajektoriemi, takze integraly
v (16) maji smysl, jak se snadno ovéri.)

Explicitné lze FeSit i autonomni systém bilinearnich rovnic, pokud koeficienty
komutuji. Presnéji: budte A, Sq,...,S, € M,,x.» komutujici matice, AS; = S; A,
S;S; =955 prol <i,j <n.Bud(:{2 — R™ Fy-méfitelnd. Potom ma rovnice

dX(t) = t)dt + Z SeX(t)dWi(t), X(0)=¢ (17)
feSeni X (t) = Z(t)¢, kde

Z(1) —exp<<A— —ZSk)t—I-ZSka >

(Pov&imnéme si, ze Z = Z, pokud m = 1.) Na prvni pohled nemusi byt ziejmé, ze
difusni koeficient rovnice (17) je linedrni funkce. PoloZime-li vSak

Y:R" — M,xn, T+ [Slx,... ,Snx],
je ¥ linedrni zobrazeni a rovnici (17) lze prepsat jako
dX = AX dt + X(X)dW, Xy =C(.

Predpokladejme nyni, ze a : Ry — R™ a 0 : Ry — M, «,, jsou lokdlné omezené
méritelné funkce a oznacme o k-ty sloupec matice o, 1 < k < n. Proces

X(t) = Z(t) {g + /Ot Z—l(s){a(s) . i Skak(s)} ds + /Ot Z7Y(s)o(s) AW (s)

je TeSenim nehomogenni rovnice
dX = {AX +a(t)} dt + {Z(X) +o(t)} AW (1), X(0)=(. (18)

Vsechny uvedené vysledky se oveéfi primocarou, byt tnavnou aplikaci Itdovy for-
mule. Existence a jednozna¢nost FeSeni rovnic (14), (15), (17) a (18) je ovSem du-
sledkem véty 2.1, novou informaci je formule pro FeSeni.
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Specidlnim piipadem tlohy (14) (¢ (17)) je jednodimensionalni homogenni rov-
nice
dY; = oY dt + oY, dW, (19)

s konstantnimi koeficienty a 1-dimensionalnim Wienerovym procesem, jejiz feSeni,
dané vzorcem

2
Yt:YOeXp{<a—%>t+0Wt}, (20)

je pro Yy = 1 znamo jako geometricky Browniv pohyb.
Vzorec (20) lze odvodit nésledujici nerigorosni, ale ndzornou tvahou: je-li Y; FeSeni rovnice
(19), pak podle Itéovy formule proces V; = logY; spliiuje vztah

0_2
dVvi = (a — 7) dt + o dWy,

takze Y; = exp(V%) je vskutku ddno vyrazem (20).

Je uzitec¢né porovnat chovani tohoto procesu s vlastnostmi Ornstein-Uhlenbecko-
va procesu, jenz resi zdanlivé podobny problém (9). (Ve fysikilni terminologii je
rozdil mezi (9) a (19) vyjadien slovy, Ze Sum v (9) je aditivni, zatimco v (19)
multiplikativni.) Pfedn&, P{Y; > 0} = 1 pro vSechna t > 0, kdykoliv Yy > 0
skoro jisté. Predpokladejme, ze Yy € |0, +00[ a o # 0, potom lze aplikaci zdkona
iterovaného logarithmu pro Wieneriv proces zjistit, ze P-skoro jisté plati

o2
a<7 — ththzo,
o2
a>7 = tlith:-l—oo,
o2
a=— = litmiantzo, limsup Y; = +00.

t—oo

Poznamka 3.4. Lze se velmi snadno presvédcit, ze vSechny vysledky dokazané v
této kapitole ztistavaji — s trividlnimi modifikacemi — v platnosti pro rovnice, jejichz
koeficienty jsou definovany (a splituji prislusné piedpoklady) nikoliv na celém R,
ale jen na néjakém intervalu [a,b] C R, .
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4. REPRESENTACE MARTINGALU

Tato kapitola je vénovana tfem dilezitym a uzitecnym vétam, umoznujicim re-
presentovat spojité lokalni martingaly pomoci Wienerova procesu:

a) kazdy realny spojity lokdlni martingal lze ziskat zménou ¢asové skily Wiene-
rova procesu,

b) kazdy spojity lokalni martingal s absolutné spojitou kvadratickou variaci je
stochastickym integralem vzhledem k néjakému Wienerovu procesu,

¢) je-li B pevné zvoleny Wienertiv proces a (.Z/) jeho obohacen4 kanonick4, fil-
trace, pak kazdy zprava spojity (. )-martingal je stochastickym integralem vzhle-
dem k B.

A. Representace martingalii zménou casové §kaly Wienerova procesu. Zacnéme
pfipomenutim Skorochodovy representace ndhodné prochazky.?® Podle Skorocho-

dovy véty pro libovolnou posloupnost X; € L2, i = 1,2,..., nezavislych stejné
rozdélenych centrovanych nahodnych velicin a dany Wienertiv proces W existuji
nezdporné stejné rozdélené nezdvislé nahodné veliciny 7, 7o, . .. tak, 7e Ery = EX?
a

SnEin %W<zn:7'z>, nZl,
i=1 i=1

kde £ znatf rovnost rozdélent. Podobny vysledek 1ze odvodit pro martingal {S,,}
s diskrétnim ¢asem, oslabime-li pozadavky na ndhodné ¢asy 7;.2* Nasim cilem je
nalézti analogickou representaci pro martingaly se spojitym ¢asem; vhodnou kon-
strukci Wienerova procesu ziskdme nejen rovnost rozdéleni, ale i skoro jisté.

Umluvme se, Ze — pokud nebude feceno jinak — vSechny vySetfované procesy bu-
dou uvazovany na (libovolném) pevné zvoleném filtrovaném pravdépodobnostnim
prostoru (£2,.%, (%), P) spliujicim (UC).

Véta 4.1. (K. E. Dambis, L. E. Dubins & G. Schwarz, 1965). Bud M spojity
realny lokalni martingal, My = 0. Necht

(M)oo = +00  P-skoro jisté. (1)
Pro kazdé s € [0, 00[ definujme markovsky cas
T(s) =inf{t > 0; (M), > s}.

Polozme
Bs = MT(S)7 Y, = 'gZT(s)a s> 0.

23Viz napi. J. Stépan: Teorie pravdépodobnosti, Academia, Praha 1987, véta VIL.3.1.
24Pfesnou formulaci je moZno nalézti v knize P. Hall, C.C. Heyde: Martingale limit theory
and its application, Academic Press, New York 1980, Theorem A.1.
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Potom je B standardni jednodimensiondlni (¥5)- Wieneriv proces a P-skoro jisté
plati

Poznamka 4.1. a) Predpoklad My = 0 je nepodstatny. Neni-li splnén, stadi
uvazovat spojity lokalni martingal M — M.

b) Podle jmen puvodcii je véta 4.1 Casto citovana jako DDS-véta, o procesu B v
ni zkonstruovaném nékteri autori hovori jako o DDS-Brownové pohybu martingalu
M.

Funkce (M).(w) nemusi byt prostd, jeji monotonie a spojitost vSak umoziuji
definovat vhodnou zobecnénou inversni funkci. O tom pojednava nasledujici lemma.

Lemma 4.2. Bud A : [0,00] — [0,00[ spojitd neklesajici funkce, A(0) = 0.
PoloZme
A(c0) = tlim A(t)
a definujme
inf{t > 0; A(t) > s}, 0<s< A(o0),
H{(s) =
00, s > A(o0).

Potom

a) H : [0, A(co)[ — [0, 00[ je zprava spojitd neklesajici funkce. Jestlize A(t) <
A(o0) pro vsechna t > 0, pak H(s) — oo pFi s /" A(00).

b) A(H(s)) = s A A(oo) pro vsechna s € [0, oo].

c) H(A(t)) = sup{r > t; A(1) = A(t)} pro vSechna t € [0, o0|.

d) Bud ¢ : [0,00[ — R spojita funkce splnugici: je-li A(r) = A(t) pro néjaka
0 <r<t, pak o(r) = @(t). Potom je o o H spojitd funkce na [0, A(c0)[ a

P(H(A®))) = ¢(t),  0<t<oo.

e) Pro vsechna 0 < s,t < oo plati: s < A(t), pravé kdyz H(s) < t. Je-li H(s) <'t,
pak s < A(t).

Je-li H(A(t)) = 400, je A(x0) < 00 a A(t) = A(cc). Funkce ¢ je tedy podle
predpokladu konstantni na [t,00] a lze ji v tomto pripadé dodefinovat vztahem
p(00) = limg_. o (), takze vyraz o(H(A(t))) v tvrzeni d) ma vZdy smysl. Déle,
snadno se 1ze presvédéit, ze druhou implikaci v e) nelze obratit.

Jestlize je funkce A navic prostd, je H na [0, A(co)[ funkce k A inversni. Hovoii
se proto o H jako o (zprava spojité) zobecnéné inversni funkci.

Dukaz. a) H je ziejmé neklesajici. Bud s € [0, A(co)[, potom

lim H(r)> H(s)

r—s—4+
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z monotonie; dokdZeme opa¢nou nerovnost. Podle definice A(H(s) 4+ ¢) > s pro
libovolné ¢ > 0. Pro r € |s, A(H(s) + ¢)[ dostavame H(r) < H(s)+ ¢, z libovolnosti
e tedy
Tlir& H(r) < H(s).

Daéle, H je neklesajici, proto pro s /* A(co) existuje jeji limita b. Predpokliadejme,
7ze b < oo. Bud s < A(o0) libovolné, podle definice funkce H pro vSechna ¢ > 0
plati A(H(s) +¢) > s, tedy vzhledem k spojitosti A limitnim prechodem & \, 0
odvodime A(H(s)) > s. Z monotonie A pak plyne A(b) > A(H(s)) > s a limitni
prechod s /* A(oco) implikuje A(b) = A(c0).

b) Je-li s > A(c0), pak A(H(s)) = A(co) trividlné podle definice H. Bud tedy
s < A(00), jiz. vime, 7ze A(H (s)) > s. Pokud H(s) = 0, pak jsme hotovi. Necht tudiZ
H(s) > 0, pro libovolné ¢ € |0, H(s)| plati podle definice A(H(s) —¢) < s. Limita
£\, 0 dava zadanou nerovnost A(H(s)) < s.

c¢) Podle definice

H(A(t)) = inf{r > 0, A(r) > A(t)},

z monotonie a spojitosti A dokazované tvrzeni ihned plyne.

d) Jestlize H(A(t)) = 7, pak A(t) = A(7) vzhledem k (c) a spojitosti A, podle
predpokladu proto ¢(t) = ¢(7). Déle, funkce @o H je zfejmé spojita zprava. Zvolme
s €10, A(c0)[ libovolné, ozna¢me

b= lim H(r) < H(s).

Pro libovolné ¢ € )0, s| pak z vlastnosti (b) a z monotonie A plati
s—e=A(H(s—¢)) < A() < A(H(s)) = s,
tudiz A(b) = A(H(s)). Pfedpoklad o funkci ¢ dava

o (lim H(r)) = o(H(5)),

r—s—

coz zejmé znamena spojitost ¢ o H v bodé s zleva.

e) Tento bod plyne pfimo z definice T" a spojitosti A. Q.E.D.

Diuikaz véty 4.1. Funkce T'(-)(w) je inversni k (M).(w) ve smyslu lemmatu 4.2,
proto podle bodu (e) tohoto lemmatu pro kazdé s > 0 plati

{T(s) <t} ={(M) > s} € F, t>0.

Filtrace (.%;) je zprava spojita, T'(s) je tudiz markovsky ¢as, jenz je navic podle
predpokladu (1) skoro jisté koneény. Déle, pro kazdé t > 0 je (M), markovsky ¢as
vzhledem k (%;), nebot opét podle lemmatu 4.2(e) dostavame
{

M) < s} ={T(s) >t} € Fruy =%, 0<s<o0.
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Zvolme pevné 0 < s < so a definujme lokalni (.%;)-martingal M vztahem
My = MiaT(ss)> t>0.

Potom

<M>t = <M>t/\T(32) < <M>T(32) = S2, 0<t< o0,

posledni rovnost plyne z lemmatu 4.2(b). Vzhledem k monotonii (M), < sg, proto
i E(M)., < oo a podle lemmatu C.2 jsou M, M?— (M) stejnomérné integrovatelné
martingaly. Uzivajice vétu o “optional sampling” dostaneme

E(BSz — By, | gﬂ) = E(MT(S2) - MT(Sl) | ‘gT(Sl))
= E(Mr(s,) = Mr(sy) | F1s1))
0

a téz

prva a posledni rovnost jsou opét diisledkem lemmatu 4.2(b). Nakonec, (M) ) =
(M)7(0) = 0, proto By = My (o) = MT(O) = 0 podle lemmatu C.1. Nebot s1, so byly
libovolné, plyne odtud, 7e B je L2-martingal (vzhledem k filtraci (4,)) takovy, 7e
By = 0 a (B2 — 5) je také (9,)-martingal. UkdZeme, 7e B ma skoro jisté spojité
trajektorie. Jiz dokazané vlastnosti pak budou implikovat, Zze B ma kvadratickou
variaci (B)s = s a podle Lévyho véty je proto B standardni Wienertiv proces.

Spojitost trajektorii ziskame jako dtisledek lemmatu 4.2(d), pokud nalezneme 2* €
F, P(2*) =1, tak, aby pro kazdé w € 2* platilo

(M), (w) = (M)(w) pro néjakda r,t e Ry, t >r = M,(w) = My(w). (3)

Vzhledem ke spojitosti trajektorii procesit M, (M) staci (3) dokazat za dodateného
predpokladu r € Q. Zvolme tedy libovolné pevné raciondlni r > 0 a definujme

o=inf{v >r; (M), > (M),},
NS:M(T+S)/\U—MT, s € [0,00[.
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Ziejmé je o markovsky Cas a (Ny) je lokdlni (%, s)-martingal se spojitymi trajek-
toriemi, Ny = 0. Pritom

(N)s = (M) (rgs)yre — (M), =0 P-skoro jisté
a lemma C.1 poskytuje mnozinu 2, € .Z%, P({2,) = 1, s vlastnosti, Ze
No(©0) = M(p4oyne(@) = Mo (@) =0, 0< s < oo, (4)

plati pro vSechna @ € §2,.. Existuje-li ¢t > r tak, ze (M), (w) = (M),.(w), pak
t < o(w) a podle (4) dostaneme M (o) = M, (). Pfi volbé

0 = ﬂ 0,

T'EQ+

tedy (3) plati, coz znamena, ze s —— B,(w) = My (w) je spojita funkce pro
viechna w € 2*. Podle lemmatu 4.2(d) dale dostavame

My = Myary,) = By, 0<t<o0,

na (2%, tim je diikaz dokoncen. Q.E.D.

Poznémka 4.2. Filtrace (%) spliiuje (UC): Zfejmé ¢ = .Fp (o) 2 -Fo, takie 9
obsahuje vSechny P-nulové mnoziny. Déle ovéfime, Ze (%) je spojita zprava. Bud
s > 0 libovolné a necht A € (o, Fr), ukdzeme, ze A € Fp(,). Vzhledem ke
spojitosti filtrace (.%;) zprava stac¢i dokazat, ze AN {T(s) < t} € % pro libovolné
t > 0. Zvolme v, \, s, pokud ové&time, ze |J,_,{T(v,) < t} = {T(s) < t}, budeme
hotovi. Ale, jak vime z lemmatu 4.2, T'(s) < t, pravé kdyz (M), > s, tedy nutné i
(M), > v,, pro n dosti velka.

Kazem véty 4.1 je predpoklad (1), ktery nemusi byt splnén pravé pro martinga-
ly s regularnim chovanim (srovnej napf. lemma C.2). UkaZzeme si v8ak, 7e hlavni
vysledek, representace (2), zistava v platnosti i bez tohoto predpokladu; Wiene-
riv proces B vSak nékdy musime definovat na modifikovaném pravdépodobnostnim
prostoru, ve smyslu, ktery nyni vysvétlime.

Konstrukce a terminologie. Mé&jme dan (.%;)-adaptovany proces X, hleddme
d-dimensionalni (.%;)-Wienertuv proces W, nezavisly s X. Pravdépodobnostni pro-
stor (§2,.%,P) obecné nemusi byt dosti bohaty, aby umozioval konstrukei W. V
takovém piipadé vezméme d-dimensionalni (.7%;)-Wienertiv proces W, definovany
na néjakém filtrovaném pravdépodobnostnim prostoru (=, .7, (), Q), a poloZzme

N=0Ox=2, F=FaH, F=%o0H# P=PoQ
Filtrace (LA%) nemusi splitovat (UC), proto obvyklym zptsobem definujeme

egzt: ﬂO‘(gAZSUN),
s>t
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kde N je systém vsech Is—nulovych mnoin v .%. Definujme dale
Xt(wag) = Xt(w), Wt(wag) = Wt(g), 0 S t < o0, (wag) S “(}

Je ziejmé, 7e X a W jsou (.Z;)- adaptované procesy a W je (.Z,)-Wienertiv proces
nezavisly s X. Stochastickou basi (£2,.7, (ft) P) nazyvame rozsireni stochastické
base (£2,.7, (%), P) a obvykle ztotoziujeme X s X a W s W. (Je-li filtrace nepod-
statna nebo jasna z kontextu, hovoii se obvykle prosté o rozsiteni pravdépodob-
nostnfho prostoru (£2,.7,P).) Ocividné, je-li (£, &) méfitelny prostor, 1ze kazdou
(.Z, &)-méFitelnou funkei Z : 2 — E predpisem Z(w, &) = Z(w), (w,§) € 2, roz-
Sitfit na (/ &)-méFitelnou funkei Z : 2 — E; opét zpravidla Z a Z ztotoZiujeme.

Dusledek 4.3. Bud M spojity lokalni martingal, My = 0. Potom existuje roz§i-
rent pravdépodobnostniho prostoru (£2,.%,P) a na ném definovany standardni jed-
nodimensiondlni Wieneriv proces B tak, Ze skoro jiste plati

M = By, 0<t<o0.

Nastin dikazu. Zavedme T'(s), ¥, stejné jako ve vété 4.1, opét plati, ze (M),
jsou (¥;)-markovské Casy, tedy i (M), = lim;_.o. (M), je markovsky ¢as vzhledem
k (¢,). Uvédomme si nejprve, ze M o T = (Mrp(s), s > 0) je korektné definovany
proces: je-li (M), < oo, pak sice T'(s) = 0o pro s > (M), avSak skoro vSude na
mnoziné {(M)., < oo} existuje limita M., = lim;_. ., M;. PoloZme totiz

(o =inf{t >0; (M), >n}, M,(s)= Mnc,, s> 0.

Potom ziejmé E(M,, ). < oo, tudiz M, je stejnomérné integrovatelny martingal
vzhledem k lemmatu C.2. Podle martingalové limitni véty existuje (kone¢na) limita
limy_.o M, (t) P-skoro jisté. Pfi (M), (w) < oo ovSem existuje ng(w) € N tak, ze
(n(w) = oo pro kazdé n > np(w), tedy také M;(w) = M,(t,w) pro n > ng(w).
Odtud uz naSe tvrzeni plyne. -

Fixujme nyni 0 < s; < s9 a definujme opét lokalni martingal M jako v dikazu
véty 4.1. Uzitim lemmatu 4.2(b) ihned ovérime

<M>t = <M>t/\T(32) < <M>T(32) = s2 A <M>oo < s2 < 00,

takze M, M2 — <M ) jsou stejnomérné integrovatelné martingaly. UZijme proto “op-
tional sampling” zndmym nam jiZz zptusobem, tim ovéfime, ze M o T jest (¥)-
martingal se spojitymi trajektoriemi, startujici z nuly a s kvadratickou variaci
(MoT), = (M)riy = 8§ AN (M)s. Bud nyni W (¥;)-Wieneriv proces, nezavis-
Iy s M o T takovy jisté existuje, pokud pfejdeme na rozsifeni prostoru (§2,.%, P).
PoloZzme

Bs =W, — Ws/\(M)oo + MT(S)7
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potom je B (¥;)-martingal se spojitymi trajektoriemi, By = 0. Ziejmé

Hs =Ws = Wonny. = /0 L arye oo (1) AW,

takze .
(H), = / 1ary oo () dr = 5 — (5 A (M) )

a z nezavislosti plyne (viz lemma C.5), Ze
(B)s=5s—(sAN{(M)oo) + (M oT)s=s, 0<s<o00,
tudiz B je Wienertiv proces. Nakonec,

By, = Wiy, = Winyoa(my o + Mromy) = Mray,)

a tvrzeni véty plyne z lemmatu 4.2(d). Q.E.D.

Poznamka 4.3. Béhem dikazu jsme ukéazali, ze M ma limitu pii ¢ — oo skoro
viude na mnoziné {(M)., < oco}. Stoji za povSimnuti, Ze z dusledku 4.3 dokonce
plyne rovnost

{(M)oo <00} ={3 tlirglo M,} P-skoro jisté.

Tlustrujme nejprve typicky zptsob uziti véty 4.1 (respektive disledku 4.3) na
¢tyrech neslozitych prikladech.

Piiklad 4.1. Bud M spojity lokalni martingal, My = 0. Necht je kvadratic-
ka variace procesu M deterministickd, to jest, existuje ¢ : Ry — R, tak, Ze
(M).(w) = ¢ na Ry pro P-skoro vSechna w € £2. Potom je M gaussovsky proces s
nezavislymi p¥irtstky, jak ihned plyne z representace (2).

Priklad 4.2. Realny spojity lokalni martingal M splhuje zdkon iterovaného
logarithmu v nasledujici podobé:

M,

lim su =1 skoro jisté na mnoziné {(M )., = oo}.
0P 500 ), log log (M);) /2 j {(M) }

Abychom to dokézali, naleznéme podle disledku 4.3 Wieneriv proces B takovy, ze
M; = Mo + Bnry, skoro jisté.

Podle zdkona iterované logarithmu pro Browniv pohyb??

¥ By 1 skoro dists
im su =1 skoro jisté,
P (2t loglogt)1/2 )

25Viz napf. J. Stépan: op. cit., Academia, Praha 1987, véta VIL.1.8.
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tedy téz

lim sup B((M)1)

t (2(M), log log(M),)1/? =1 skoro jisté na mnoziné {{M)., = oo},

z ¢ehoz naSe tvrzeni ihned plyne. Specialné pro libovolné o > % dostaneme

) M,
lim

A e =0 skoro viude na mnoziné {(M )., = o0}.

Predpokladejme navic, ze

(M)

lim sup L < oo skoro jisté. (5)

t—o0

(To je, ku prikladu, pravda pro martingaly tvaru

M, = /0 () aw(s)

s readlnym Wienerovym procesem W a progresivné méritelnym ndhodnym procesem
f, pokud |f| < K na Ry x £ pro n&jakou konstantu K < co.) Potom dokonce

M,
lim t—at =0 skoro jisté na {2

t—o0

pro kazdé o > 1. Podle (5) je totiz t~*(M)§ omezené pro t > 1, procez

M MY M
tliglo t—at = lim < ta>t <M;? =0 skoro jist&é na mnoziné {(M)., = oo}.

Zbyva si uvédomit, ze ocCividné

My + B
lim —2 ' M)

, i =0 skoro jisté na mnoziné {{M)., < oo}.

Priklad 4.3. Uvazujme 1-dimensiondlni Wienertv proces W. Stochasticky in-
tegral fol X dW jsme definovali pro progresivné métitelné procesy X spliujici

P{/O1 |X(s)|2ds<oo}:1. (6)

Nyni se presvédcime, Ze (6) je rozumny minimélni predpoklad. Bud X progresivng
meétitelny proces takovy, ze

P{/Ot X (5)]*ds < 0o Vi€ [0,1[} = 1.
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Polozme

D= {w; /01 X (5, w)[2ds = oo }

¢
limsup/ X (s)dW(s) = +o0
0

Ukazeme, zZe

t—1—

) P-skoro vSude na D. (7)
liminf/ X(s)dW(s) = —0
0

t—1—

Vskutku, bud ¢ : [0,00] — [0, 1] (deterministickd) striktné rostouci surjektivni
funkce. (Specidlng, ¢ je spojita a existuje spojita inverse ¢~!.) Definujme spojity
lokalni martingal M vztahem

e(t)
M, = X(s)dW(s), 0<t< oo.
0

Potom

e(t)
ane= [T @R, 0<t<s,
0
a podle predpokladu

lim (M); = oo P-skoro vSude na D.

t—o0

Podle disledku 4.3 mizeme nalézti Wieneruv proces B tak, aby M = B((M)), tedy

t
/ X(s)dW(s) = M, 1) = Boary 0<t<l.
0

e ey’

Polozme p = (M) o ¢~!. ProtoZe ziejmé

¢
p(t) = (M), 1) = / |X(5)|?ds —— oo P-skoro viude na D,
0

t—1—
plyne tvrzeni (7) ze zékona iterovaného logarithmu, podle né&jz

limsup B,(;) = +00, limlinf By = —oo  P-skoro vSude na D.
t—1— -l

Priklad 4.4. V kapitole 1 jsme dokézali dilezitou Burkholder-Davis-Gundyho
nerovnost pro spojité lokadlni martingaly. Diky dtsledku 4.3 bychom se pti ditkazu
této nerovnosti (v jednodimensiondlnim piipadé) mohli omezit jen na Browntiv
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pohyb. Bud totiz M spojity realny lokalni martingal, My = 0. Vime, 7e existuje
Wienertiv proces B (vzhledem ke vhodné filtraci (¥5)) takovy, ze (M), jsou (%;)-
markovské ¢asy pro vSechna ¢ € [0, +00] a

Mt:B(M)ta tZO

Predpokladejme, Ze pro kazdé p € ]0, oo[ existuji konstanty C), ¢, € ]0, oo[ tak, ze
pro libovolny (¥;)-markovsky ¢as 7 plati

CpETp/2 < Esup‘Bt/\T‘p < CpETp/Q.
t>0

Volbou 7 = (M )., dostaneme

cpE(M)PL? < Esup|Biaqary.. |” < CLE(M)BL2.
t>0

Nebot (M)p =0 a (M) ma spojité neklesajici trajektorie, jest
sup ‘Bt/\(M)oo‘ = sup‘B(M>t‘ = sup | M|
>0 >0 >0

P-skoro jisté a proto

¢, E(M)P/2 < Esup |[M,|P < C,E(M)P/2.
t>0

7 kapitoly 1 vime, 7ze z tohoto odhadu jiz Burkholder-Davis-Gundyho nerovnost
plyne.?6
V nasledujicim prikladu uZijeme tvrzeni o linedrnich stochastickych diferencial-
nich rovnicich v kombinaci s vétou 4.1 ke konstrukci velmi dtilezitého procesu.
Priklad 4.5. Necht jsou dany body a,b € R, uvazujme linearni stochastickou
diferencialni rovnici
b— X(t)

dX(t)= ——T At +dW(t), 0<t<T,

Tt (8)

s jednodimensionalnim Wienerovym procesem W. Pti volbé

1

Aty = —=——, «a(t)

: 0<t<T,
Tt =

A
2674dny z béznych dikazt véty 1.1 se piilis nezjednodusi, uvazujeme-li Browntiv pohyb misto

obecného spojitého martingalu. Postup z prikladu 4.4 je vSsak velmi uzitecny, chceme-li nalézti
optimélni{ konstanty v Burkholder-Davis-Gundyho nerovnosti (viz pozndmka 1.2).

74



1ze rovnici (8) zapsat jako
dX = {A(t)X + a(t)} dt + dW(¢).

Z¥ejmé A, € L _([0,T]) a je moyno uZiti vysledky z kapitoly 3. Spo¢téme funda-

loc
mentalni FeSeni piislusné deterministické homogenni rovnice (viz piiklad E.1):

B(1,0) = exp </0t Als) ds> = exp(log(T — 1) ~log T) = 1 - %

Podle tvrzeni 3.1 m4 feSeni rovnice (8) tvar

t. T—t [* Tb T—t (4 T
X(t)=a(l—— d dw
H=all=7)+ % /0 T—s2 T 7 /OT (5)

:a(1—3)+bi+(T—t)/tdW(8)

T T T—s

pro t € [0, T[, vySetfujme stochasticky integral vpravo. Tvrdime, Ze

taw
@—w/-—iﬁ,ogt<ﬂ
o T

— S
0, t=T,

Y, =

je spojity gaussovsky proces s nulovou stfedni hodnotou a s kovarian¢ni funkci

st

o(s,t) = E(Y.Y}) :s/\t—?, 0<s,t<T.

Vétsina tvrzeni je ziejmych; je tfeba dokazat spojitost trajektorii v ¢ase T'. Uvazme,

ze
Law
Mt:/ ) o<t
o I'—s

je L?-martingal se spojitymi trajektoriemi a s kvadratickou variaci

bods 1 1
M = = _
(M) /0 (T—s2 T—t T

o¢ividné (M), / oo pii t / T. Uzijeme vétu 4.1 jako v piikladu 4.3 k nalezeni
1-dimensionalniho Wienerova procesu B takového, 7e

M,=B((M),), 0<t<T.
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Ze silného zakona velkych ¢isel pro Wieneriiv proces plyne

Bmy,

Y, = (T — )M, =
e= )M (M), + 7 ¢/

0 P-skoro jisté.

Ovérme jesté vyraz pro kovariancni funkei:

s Qu st
E(Y,Ys)=(T—1t)(T — ——= =S5At— —
O = (T=0T=s) [ o =snt=7
pro s,t € [0, T[ podle tvrzeni 3.2; je-li s V¢t =T, pak zfejmé E(Y;Y;) = 0.
Odtud dostavame:
t t LA (s)
1— = b— T—1t 0<t<T
X(t) = a(l= ) + b+ ( )/0 T—s 'S5
b, t=T,

je gaussovsky proces se skoro jisté spojitymi trajektoriems, se stredni hodnotou

t t
EX(t)=a(l—=)+b=, 0<t<T 9
a s kovariancéni funkci
st
g(s,t):s/\t—f, 0<s,t<T. (10)

Tento proces je jedinym fesenim rovnice (8) na [0,T].

Spojity gaussovsky stochasticky proces se stfedni hodnotou (9) a kovarian¢ni
funkei (10) nazyvame Browniv most z a do b na [0,T]. Touto definici je urceno
jednoznacné rozdéleni Brownova mostu, nikoliv jeho trajektorie. Konstrukce pomoci
rovnice (8) je proto jenom jednou z mnoha moznych, ku pfikladu lze snadno ovéfit,
ze Brownovym mostem z a do b je také proces definovany vztahem

t
By 7' =a(l— =) +b=+W,— —Wyp, 0<t<T,

kde W je Wienertiv proces. ReSeni X rovnice (8) je vSak progresivnd mé¥itelny
Browntiv most (dokonce se snadno nahlédne, Ze obohacené kanonické filtrace X a
W splyvaji pro 0 < ¢t < T, coz je ¢asto vyhodné.

Povsimnéme si, Ze je-li X Browntiv most z a do b na [0, 7], pak je (X(T' —-), 0 <
t < T) Browniv most z b do a, jak plyne pfimo vypocétem stfedni hodnoty a
kovarianéni funkce.
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Browntiv most z a do b lze interpretovat jako Wieneriiv proces startujici z a a
podminény tak, aby v ¢ase T' nabyval hodnoty b. Pro a,b € R oznacme W = a+W
Wienertiv proces startujici z a a X Browntv most z a do b na [0, T']. Cht&li bychom
tvrdit, ze

P{(W*(t1),....Wt,)) € A|WHT) =b} =P{(X*(t1),...,X"(t,)) € A},

kdykoliv A € Z(R"),0<t; < ---<t, <T aa,beR. Jelikoz P{W*T)=0b} =0,
musime své tvrzeni precisovati. Ponévadz?”

PLVE (1), WO (1)) € A|WH(T)} = g (W*(D))
pro vhodnou borelovskou funkci g : R — R, je jednou z moznosti dokazat, ze
g(b) = P{(X*(t1),...,X“"(t,)) € A} pro A-skoro viechna b € R.
Uzivajice regularni versi podminéné pravdépodobnosti dokaZeme jesté vice: Oznac-
me ¢ = %€([0,T]), to, pravdépodobnostni miru na #(%), ktera je rozdélenim pro-
cesu (W2, 0 <t <T), pgy rozdéleni Brownova mostu na [0,7] z a do y a
6 — R w—w(t), 0<t<T,
kanonické projekce. (To jest,

o (F) = P{Wii 1)(-) € F}, pay(F) =P{X"V() € F}, FeB(E);

uvédomme si, 7ze (m;) na (¢, %(€),w,) je opét Wienertiv proces startujici z a.)
Dokazeme, 7e

(Pa,ys ¥ € R) je reqularni verse podminéné pravdépodobnosti w,(- | 7).  (12)
Podle definice (12) znamenad, ze
/ w,(F|rr) dw, = w,(F N {rr € B}) = / Pay(F)dwg ot (y)  (13)
B
{rreB}

pro kazdé F € #(€) a B € #(R).?® Neni slozité ukdzat pomoci Dynkinova
lemmatu, Ze rovnost (13) stadi ovéfit pro mnoziny tvaru F = (7, ..., 7, ) H(A) s

27Viz J. Stépan: op. cit., Tvrzeni 1.4.10.
28\[&fitelnost funkce y — Pa,y(F) je soucdsti definice, z vypoctil, které nisleduji, bude celkem
zfejmé, Ze tato podminka je v nasem pripadé splnéna.
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Ae BR")al <ty <---<t, <T.Uvazivse, ze mamr;l = A (a,T), nahlédneme,
ze mame dokazat

o ({(ysene ) € AV {7y € BY) = /Bpa,y{(wtl, om) € AV AN (@ T)(y),

neboli, podle definice mér to, a pg,y,
P{(W&,....W)e A, Wi € B}
= /B P{(XY, ..., X)) e Ay dA (a,T)(y). (14)
Polozme pro strufnost @ = (We(ty),... ,W%%t,)), = = W*(T). Ndhodny vektor
(©,2)* v R**! m4 rozdéleni A (a, 41, "), kde

n+1

a, = (a,... ,a)* € Rk, I = (ti /\tj) -1 € M(n+1)x(n+1),

—_—— i,J
k-krat

pricemz klademe t,, ;1 = T. Matice I" je regularni, takZe .4 (a1, ") ma hustotu
vici Lebesgueové mite na R**!. Ozna¢me fe|= podminénou hustotu @ za podmin-
ky Z, podle definice?”

P{(0.2)" € Ax B} =/BUA for=(6,€) d9}fs(£) d;

f= zde oznacuje marginalni hustotu =. Nahodn4 veli¢ina = ma rozdéleni .4 (a,T),
procez

P{(0.5) € Ax B} = /B [/A for=(6,9) de] AN (a,T)(y). (15)

Podminéna hustota fo|= je oviem zndma:*° Oznacime-li

31
r= <I_;1 F;z>, Fll:(ti/\tj)i,jzla FIQZFQIZ . 7F22:(T)7
tn
h(y) + 1F ( ) ( + 1t( ))n
=a, _ _ — —ti(y — 7
Yy T 12y —a a - y—a -
1 1 n
11 T 12421 j T j i

29Viz tieba J. Andé&l: Matematickd statistika, SNTL, Praha 1978, § IIL.5.
30 Ihid., Véta V.9.
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pak feo|=z(-,y) je hustota miry .4 (h(y), H). Na druhé strané, XV je gaussovsky
proces se stfedni hodnotou (9) a kovarian¢ni funkei (10), tudiz nadhodny vektor

(X®Y(t1),..., X*Y(t,))* ma rozdéleni A (m, @) s

EX¥(t,) t

m = ; = <a(1— %) +y?)j_1, e = (o(ti 1))
EX®Y(t,) -

Jezto ofividné m = h(y) a o = H, prechazi (15) v

P{(0.5) € Ax B} = /}Bﬂ(h(y),H)(A) AN (0, T)(y)

:/BP{(Xflvy,...,Xg;y)eA}de(a,T)(y),

¢imz je (14), potazmo (12), ovéfeno.

Popisme jesté presnéji konecné-rozmérna rozdéleni Brownova mostu. Ta jsou gaussovskd a
jejich stfedni hodnoty a kovarian¢ni matice zname, piimy vypocet jejich hustoty vsak vyzaduje

nalézti inversi kovarian¢ni matice, a to neni snadné. Proto budeme postupovat jinak.

Jako motivaci naseho postupu pripomenme analogicky vypocet pro konecné-rozmérna roz-
déleni Brownova pohybu. Pro libovolné casy 0 = tg < t1 < -+ < t;,, ma ndhodna velicina

(W(t1),...,W(tm)) hustotu w danou
w(x)=[[pti —ti—t,zi —2ic1), @=(21,...,2m)" ER™,
=1

pricemz klademe zop = 0 a znac¢ime

1 x?
p(t,l‘)Ept(iC): exp _E ’ t>07 I‘ER,

hustotu miry A4(0,t). Vskutku,

W(t1) 1 0 0 0 W(t1)

W(t2) R 0 W(ta) — W(t1)

W) \1 11 1) \ Wit = Witmo)
A ) =7

vzhledem k nezavislosti prirtistkt Wienerova procesu ma Z rozdéleni s hustotou
m
2(x) =[] p(ti — tiz1, i)
=1

a z véty o substituci plyne rovnost

w(z) = (det A)"1z(A7 e).
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Snadno se v8ak nahlédne, Ze

1 0 0 0
[ 0 0
Al = ,

0 0 ~1 1

z toho formule (16) ihned plyne. Ozna¢me opét We(t) = a + W(t) Wieneriv proces startujici z
bodu a. Pfedchozi tvahy lze zopakovat s jedinou tGpravou, ndhodné veli¢ina W%(¢t1) m4 rozdéleni
Aa,ty), takZe hustota ndhodného vektoru (W2(t1),... ,W*(tm)) je opét ddna vztahem (16), v
némz nyni klademe zg = a.

Pro Browntiv most budeme postupovat obdobné, ale postup je pracnéjsi. Bud X Browntiv most
z a do b, definovany rovnici (8); zvolme libovolné body 0 =ty < t1 < -+ < t, < T. UkéZeme, Ze
(X(t1),...,X(tn)) ma hustotu 3, p, kde

2 p(T —tn,b—xyp)
n, n n
r) = t; —ti_1,r; —xi_1 r€ER 17
ﬁa,b( ) lzl_[lp( i i—1,Tq 7 ) p(ij_ a) ) ) ( )
pricemz klademe zp = a.
Pro zjednodu$eni zapisu v nasledujicich vypoctech bez (jmy na obecnosti polozme T = 1.

Nejprve vysetiime pfipad a = b = 0. Z rovnice (8) ihned vidime, %e ndhodné veli¢iny

X (t;) _ X(ti—1)
1—t; l—ti_l7

=1

yee ey

jsou nezavislé a maji rozdéleni A0, (1 — ;)" — (1 —t;—1)~'). Pfitom

X(t1)
X(t1) 1-t 0 0 0 T—ty
X(t2) 1l—ty 1—t3 0 ... 0O )ff—tf; _ ﬁttll)
X (tn) l—tn 1—tn l—tn ... 1l—ty X(tn)  X(tn_1)
h ~ o\ 1—t, T—t,_1
=B N ~ J
=Y

nahodny vektor Y ma hustotu

h(m)Zﬁp( bi— timt ) z € R

7"/'[:'
i1 (l—ti)(l—ti_l) !

Matice B je trojihelnikova specialniho tvaru, takZe lze bez obtiZzi nalézti jeji inversni matici
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7 véty o substituci vime, Ze

Bo.o(z) = (det B)"1h(B™1a),

vyraz vpravo musime nyni upravit. Budte 0 < s < t < u < 1, pak

1 u—t z Y
(1—u)(l—t)(l—s)p((l—u)(l—t)’l—u_ l—t)

t—s Y T
Xp((l—t)(l—s)’l—t N 1—3)
_ 1 (0, (0w
(1—u)(1—=%)(1—s) 2 (u —t) 2(u —t)(1 —wu)(1 —¢t)

(=09 (1= (=2

27 (t — s) 2(t—s)(L —t)(1—s)

_ 1 1 ox (_ (1— t)22 2yz B (1- u)y2 )
TVl et P\ 2wt —w)  2u—t) 2u-t(1-t)

y 1 ox (_ (1 — s)y? 20y (1-— t)x? )

Vori—s) P\t —s)(1—%) " 2(t—s) 2(t—s)(1—s)
22 — 2 —u
RV i)(l =y Pute - y)eXp<_2(u 9 [11_—171 -1]) eXp(_2(uy7—t) [11 — 1)
2 —s z? —
% prmsly = o) exp( = 2(ty— 9 [% -1]) ex"(_m [H -1])

1 22

£C2
= = o(- 2(1— u))p”‘t(z it x)VllTs eXp<2(1 - 8))'

Odtud
s

n
1
r) = t; —ti_1,T; — Tj_1)———— €X (—7)
ﬁ[),[)( ) gp(z i—1,Tq P 1)m P 2(1—tn)
n
=[Ipti —tici, @i —wiz1) - V27p(1 = tn, @)
=1

ti —ti—1,T; —x;—
p(z i—1sTq % 1) p(l,O)

I
s

)

1

.
Il

&¢im? je rovnost (17) pro a = b = 0 ovéfena. Dale,
ﬂ%b(x) = ﬁ070(a: - t), t = (a(l - tl) + btl, e ,a(l - tn) + btn)*

a piimocary, byt pracny vypocet vede na formuli (17) v obecném piipadé.3!
Véta 4.1 plati pro martingaly s redlnymi hodnotami. Analogické tvrzeni lze vy-
slovit i pro martingaly s hodnotami v R?, d > 1, piedpoklady vicedimensionalniho

31PH vypoétu jsme uzili rovnici (8), ale vysledek na konkrétni realisaci Brownova mostu sa-
moziejmeé nezavisi, jezto kone¢né-rozmérna rozdéleni gaussovského procesu jsou jednoznacné urce-
na stfedni hodnotou a kovarianéni funkci. Stoji téZ za povSimnuti, Ze formule (16) a (17) implikuji
rovnost (14), kterd z nich plyne prostym vypoctem, bez nutnosti uzivat podminéné hustoty.
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Véta 4.4. (F. B. Knight, 1971) Bud M = (M*,... ,M%)* spojityj lokdlni mar-
tingal v R, My = 0. Necht

(M"Y =00 P-skoro jisté, 1 < i <d,
a je splnéna podminka orthogonality
(M', M7y, =0 pro vsechnat > 0 P-skoro jisté, 1 < i # j <d.
Definuyme markovské casy
T;(s) = inf{t > 0; (M"), > s}, 0<s<oo, 1<i<d,

a poloZme . .

Potom je B = (B',...,BY* d-dimensiondlni Wieneriv proces, to jest, B',... , BY

jsou nezdavislé jednodimensionalni Wienerovy procesy.

Piedpoklad (M%), = oo lze opét eliminovat postupem zndmym z dikazu di-
sledku 4.3: Je-li W d-dimensionalni Wienertiv proces nezavisly s M (definovany
pripadné na rozsifeni filtrovaného pravdépodobnostniho prostoru (£2,.7, (%), P)),
pak jsou

Bi=W! =Wl iy + Mgy, 5>0, 1<i<d,

nezavislé Wienerovy procesy. PovSimnéme si, ze podminku orthogonality lze vy-
jadrit pozadavkem, aby (M )); byla diagonadlni matice pro vSechna t € R, P-skoro
jisté.

Jediné tvrzeni véty 4.4, které neplyne okamzité z véty 4.1, je nezavislost procest
B', ..., B pravé jeji diikaz je komplikovany, nebot orthogonalita neimplikuje ne-
zavislost martingalt M1, ... M jak ukazuje nasledujici pifklad. (Podotknéme, 7e
B je Wienertiv proces vzhledem ke své kanonické filtraci. Kdybychom podle vzoru
véty 4.1 definovali o-algebry 4! = Z1,(s), tak pro i # j nemusime dostat nezdvislé
filtrace.)

Priklad 4.6. Bud W jednodimensionalni Wienertv proces, definujme martin-
galy M, N vztahem

t t
Mt = / 1{W20}(8) dWS, Nt = / 1{W<0}(8) dWS, t 2 0.
0 0

32Lze ho nalézti napi. v I. Karatzas, S. E. Shreve: Brownian motion and stochastic calculus,
Springer-Verlag, New York 1988, v kapitolach 3.4C a 3.4E.
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Potom

t
LN = [ s () Lar<o(s)ds =0, ¢ 0.
0

ale procesy M, N nejsou nezavislé. Kdyby totiz byly, pak by i procesy (M), (N)
byly nezavislé (jak plyne napiiklad ze vztahu (C.1)), avSak

t

(M) 4+ (N)y = /0 l{WZO}(S) ds + /0 1{W<0}(8) ds =t.

B. Representace martingalii stochastickymi integraly. Cilem této ¢asti je vyjas-
nit, které spojité lokalni martingaly mohou byt vyjadreny jako stochasticky integral
vzhledem k néjakému Wienerovu procesu.

Zakladni motivaci pro zkoumani tohoto problému je nasledujici tloha: Uvazujme stochastickou

diferencialni rovnici

dX = b(X)dt + o(X)dW, X(0) = z,

jejiz koeficienty nejsou lokalné lipschitzovské, ale pouze spojité (a pro jednoduchost omezené).
Methodu, jiz jsme dokazali existencni vétu 2.1, nyni nelze pouzit. Zkusme tedy aproximovat ko-
eficienty b, o lipschitzovskymi omezenymi funkcemi by, o tak, aby by — b, o — 0, a provésti
limitni prechod. Vime, Ze existuji procesy X, k > 1, feSici rovnici

dX;, = bk(Xk)dt —{—O'k(Xk)dVV, Xk(()) =z,

lze ukazat, ze jejich rozdéleni tvori tésnou mnozinu pravdépodobnostnich mér na prostoru tra-
jektorii. Existuje tedy vybrand podposloupnost {Xj_} konvergujici v distribuci, avSak provést
limitni prechod ve stochastickém integralu

/0 ok, (X1, (5)) AW (s)

neni snadné. Postupujeme proto nasledujicim zptsobem: Proces

My(t) = X, (0= o - | Cbi, (X, (5)) ds

je spojity lokdlni martingal s kvadratickou variaci

t
(M, = [ o0, (X, (), (X, (5)) .
0
Nyni jiz pracujeme pouze s Lebesgueovymi integraly, k limité prejiti lze a ziskdme proces X takovy,
ze

M) = X(t) — —/0 b(X(s)) ds

je spojity lokalni martingal a

@y, = [ (X ()0 (X (5)) ds.
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7 vysledku, které dokazeme, plyne, Ze nutné

M(t) = /Ot (X (s))dB(s)

pro vhodny Wienertv proces B, jinymi slovy, X je hledané feSeni.

Nadale budeme pracovat na pevné zvoleném filtrovaném pravdépodobnostnim
prostoru (£2,.%, (%), P) spliujicim (UC). Nasledujici vysledek v hlavnich rysech
nalezi J. L. Doobovi (1953).

Véta 4.5. Bud M spojity d-dimensionalni lokalni (.%;)-martingal, My = 0. Necht

¥ je Myxm -hodnotovy (F;)-progresivné mévitelny proces takovy, Ze ||| € L2 (Ry)
P-skoro jisté a

¢
(M), = / Y ds  pro vSechna t > 0 P-skoro jisté. (18)
0

Potom existuje rozsireni (2,.Z,(Z,),P) stochastické base (2,.%,(%),P) a m-
dimensiondlni (.F;)- Wieneriv proces W na (2 tak, Ze

t
M, = / Vs dWs  pro vsechna t > 0 P-skoro jiste. (19)
0

Je-li zobrazeni (t,w) : R™ — R injektioni pro X @ P-skoro viechna (t,w) €
Ry X 2, pak lze W definovat na pivodni stochastické basi (2,.F7, (%), P).

Ve formuli (19) predpokladame, jak jsme se umluvili, ze M a v jsou kanonickym
zplisobem rozsffeny na (2.

Véta 4.5 charakterisuje lokalni martingaly, které maji tvar fo Y dW pro zadany
proces ¢ a néjaky Wienertv proces W. Jejim dusledkem je rovnéz popis vSech
lokalnich martingalt tvaru fo Y dW, kdyz ¢ probiha tridu vsech integrovatelnych
procesu:

Dusledek 4.6. Bud M spojity d-dimensionalni lokdlni (.%;)-martingal takovy,
zZe My = 0. Potom existuji:
a) (F)-progresivné mévitelny Myxq-hodnotovy proces ¥ s ||| € LE _(Ry)
P-skoro jiste,
b) rozsiteni (2,.7,(%;),P) stochastické base (2, F,(.%),P) a na ném defi-
novany d-dimensionalni (.F;)- Wieneriv proces W
takové, Ze plati (19), prave kdyz (M) € ACjoc(Ry) P-skoro jisté.

Dukaz duasledku 4.6. Ma-li M representaci (19), pak

(ar) = / a7 ds
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a trajektorie (M) nalezi AC)oc(Ry;Myxq) skoro jisté, tedy i trajektorie (M) jsou
skoro jisté lokalné absolutné spojité. Vidime, Ze podminka (M) € AC),.(Ry) je
nutna pro platnost rovnosti (19).

Naopak predpokladejme, Ze jsou trajektorie (M).(w) pro P-skoro vSechna w ne-
klesajici lokalné absolutné spojité funkce, jsou tedy integralem své derivace, jez
existuje, je konefna a nezdporna A-skoro vSude na R, . Polozme

Z(s) = liyrlrisip n((M), — <M>s_%), 5> 0,
2(5) = 2(8)1{zc001(8), 5 >0, 2(0) = 0.

Proces z je zjevné progresivné méritelny,

P{z(s) > 0 pro viechna s > 0} = 1

() = <)

v kazdém bodé |0, co[, v némz kone¢na derivace existuje, tudiz

P{/tz(s)ds = (M), pro kazdé t > o} =1. (20)

Je-li d = 1, stadi polozit ¢» = \/z a snadno se ovéfi, Ze jsou splnény piedpoklady
véty 4.5. Necht tedy d > 1. Pfipomenme, 7e existuje progresivné meéritelny My 4-
hodnotovy proces p takovy, Ze o(s,w) jsou symetrické positivné semidefinitni matice
a

(ALY, = / o(s) A(M). (21)

Polozme Z(t) = o(t)z(t), t > 0; proces Z je (.%;)-progresivné métitelny s hodno-
tami v symetrickych positivné semidefinitnich maticich a splije ||Z| € LL (Ry),

nebot z konstrukce matice ¢ plyne, Ze ||o|| € L (s(ay). Kombinujice (20) a (21)
nahlédneme, 7e

<(M>>t:/0 Z(s)ds, 1> 0.

Piiklad F.1 a véta F.10 ukazuji, 7e lze definovat progresivné méfitelny proces Z1/2
s hodnotami v symetrickych positivné semidefinitnich maticich tak, aby

<<M>>t:/0t ZV2(s) 2V %(s)ds, t> 0.
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Pi#i volbé ¢ = Z'/2 jsou proto predpoklady véty 4.5 opét splnény. Q.E.D.

Poznamka 4.4. Jak znamo, (M) € AC),.(R;) P-skoro jisté, pravé kdyz je
mira gy P-skoro jisté absolutné spojita vzhledem k Lebesgueové miie A. Jsou-li
miry gy a A dokonce skoro jisté ekvivalentni, pak lze — v jednodimensionalnim
pripadé — nalézti v situaci disledku 4.6 representaci martingalu M na ptvodnim
(nerozsiteném) pravdépodobnostnim prostoru. Z ekvivalence totiz plyne, ze z > 0
A @ P-skoro vsude, tedy i v > 0 skoro vSude a muZeme uziti piislusné tvrzeni z véty
4.5.

Dikaz véty 4.5 je zalozen na velmi pékném obratu, ktery je vSak v pripadé d > 1
ponékud zatemnén technickymi komplikacemi. Proto nejprve zvIast podame dikaz
pro jednodimensionalni martingaly, aby se zakladni myslenka stala ziejmou.

Dukaz véty 4.5 pro d = m = 1. V jednodimensionalnim piipadé predpoklad

(18) prechazi na
t
M), = / V2(s)ds, 130,

Bud B Wienertv proces nezavisly s M, jenZ jisté existuje na néjakém rozsifeni

(2,7, (%), P) ptvodn{ stochastické base. RozsfFive kanonickym zptisobem proces
1Y na Q polozme

t 1 t
Wt = / 1pues0 (5)—— dM(s) +/ Lipomoy(s)dB(s), 1> 0,
0 ¥(s) 0
Prvy integral vpravo je dobie definovan, jelikoz

2

t 1 ! 1 5
/0 1{w2>0}(8)m d<M>s=/0 1{¢2>0}(5)w Vi(s)ds
= /0 1{¢2>0}(S) ds < o0. (22)

Proces W je lokdlni martingal se spojitymi trajektoriemi a W (0) = 0; vzhledem k
nezavislosti procestt B a M a rovnosti (22) plati

t

t
<W>t = / 1{¢2>0}(8) ds + / 1{@2:0}(8) ds=t, t>0.
0 0

Podle Lévyho véty je W Wieneriiv proces a

[earer = [ vempmn @)oo+ [ 6616 aBe
= [t ane
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integral vlevo je korektné definovan, jezto ¢ € L2 (R, ) skoro jisté. Martingal

loc

N = /0 1{¢2:0}(8) dM(S)

maje kvadratickou variaci

(V)= [ 1oy (A0 = [ Lggacay (91053 ds =0

je nulovy podle lemmatu C.1, tudiz

/gtﬁ%S)d}V(S):: jﬁt{1{¢2>0}(s)+-1{¢2:0}(3)}(1A4(8)::_Af(t)

P-skoro jisté pro vsechna t > 0.

Nakonec si uvédomme, 7e 9(s,w) definuje injektivni linedrni zobrazeni v R, pravé
kdyz 1(s,w) # 0. Je-li tedy 1gy=p}(s,w) = 0 pro A ® P-skoro vSechna (s,w) €
Ry X {2, neni nutno uvazovat pomocny Wienertiv proces B. Q.E.D.

Nyni pfistupme k diikazu véty 4.5 v obecném piipadé.?® Nejprve piipomenme
nékolik vysledkil z nulté kapitoly v té podobé, v niz je budeme dale potiebovat.
Necht je M = (M), spojity d-dimensionalni lokdlni martingal a ¢ progresivné
métitelny Mgy -hodnotovy ndhodny proces. Stochasticky integral fo pdM jsme
zavedli pomoci redukce k jednodimensionalnimu piipadu, coz vede na podminku

k d t
Z Z/ lpii(s)|> (M), < oo pro viechna t > 0 P-skoro jisté. (23)
i=1 ;=170
Uvedli jsme také — byt nedokazali — Ze stochasticky integral je dobie definovan jiz
za slabsiho predpokladu

t
/ Tr(ps0s9%) d(M)y < 0o pro viechna t > 0 P-skoro jisté, (24)
0

kde ¢ je hustota tensorové kvadratické variace (M) v (M).
Predpokladejme navic, ze M ma lokalné absolutné spojitou kvadratickou variaci
a plati

t
(M), = / st ds  pro vSechna t > 0 P-skoro jisté
0

33Dtikaz, ktery uvedeme, je zaloZen na myslence M. Ondrejita. Viz jeho ¢lanek v Czechoslovak
Math. J. 55(2005), 1003-1039.

87



s progresivnd méfitelnym My .-hodnotovym procesem @ spliwujicim ||| € L2 _(Ry)
P-skoro jisté. Odtud

(M), = /0 (vt ds a (M) = /0 o, d{), = /0 ' Te(u?) ds.

takze Yp* = o Tr(y1*) plati A-skoro vSude na Ry P-skoro jisté. Nebot
t t
[ Tt a00). = [ Te(uonet) Totv) ds
0 0

t
:/0 TY(SOstTF(%i/):)%O:) dS,

prechézi podminka (24) na tvar

t
/ Tr(psths¥0iek) ds < oo pro vSechna ¢ > 0 P-skoro jisté. (25)
0

Podobné pro tensorovou kvadratickou variaci stochastického integralu dostaneme

<</0 %OdM>> = /0 psstrps ds (26)

P-skoro jisté; analogicky

<</0.de,/0'<@\4>> = /O.sosws@(i ds

P-skoro jisté, kdykoliv jsou ¢ a ( M« g-hodnotové progresivné métitelné ndhodné
procesy spliiujici podminku integrovatelnosti (24).
Dtkaz véty 4.5. Polozme

1
g:Ry — Ry, t— ;1]0,00[(t>'

Podle predpokladu je v*v M, xm-hodnotovy progresivné métitelny proces, jehoz
hodnotami jsou symetrické positivné semidefinitni matice. Podle vysledku z apen-
dixu F je také g(1)*1)) progresivné méfitelny proces s hodnotami v symetrickych a
(nebot g > 0) positivné semidefinitnich m x m-maticich. Analogicky, 1y (1/*1)) je
progresivné métitelny M, «.,,-hodnotovy proces. Bud B m-dimensionalni Wienertuv
proces, nezavisly s M, ktery lze jisté nalézti na vhodném rozsiteni (!~2, Z, (:%), P)
stochastické base (£2,.7, (.%#;), P). Polozme

t t
W, = / g (07 )t M, + / 100 (0700 dB,, 1> 0.
0 0
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Nejprve musime ovérit, ze prvni integral vpravo je korektné definovan, k ¢emuz uzi-
jeme podminku (25).3* Ozna¢me p; : t — t identické zobrazeni a polozme g(s) =

g3 )Ps. Potom g(s) = g(¥ivs)pi(¥ivs) = (gp1)(05s) = Ljo,eof(Vi¥s) =
VEsg(¥hg) pro kazdé (s,w) podle lemmatu F.7. Odtud, s prihlédnutim k lemma-
tam F.7 a F.9,

| me(stwivauivaivgtoio)) ds = [ () as
0 0
:/0 Tr (110,00 (¥515) 110,00 [ (V5 ¥5)) ds
t
:/0 Tr(1y0,00[(V30s)) ds

t
gméumewm@m

< mt < oo.

Je tedy W m-dimensionalni spojity lokalni martingal, Wy = 0, a vzhledem k neza-
vislosti M a B a formuli (26) plati

Wt: 1oo;ksd 1 :sd
() A]mwwm5+é (o (07 0,) ds

t
= / ]_[ano[(w:ws) ds = tIm, t Z 0.
0

:Im

Podle Lévyho véty je W Wieneriv proces, chceme ukazat, 7e
t
M, = / Vv, dW,  pro kazdé t > 0 P-skoro jisté. (27)
0

Pro h € R? at > 0 poloZme

t
MM = <h, Mt> — [ n*dM.,
Rd 0

(h) t t
Jt = <h7/0 /l/)des>Rd :/0 h /l/)des-

Rovnost (27) jisté plati, pokud
M® = J®) " bro libovolné h € RY. (28)

34Ctenaika nebo &tenaf, kterym vadi pouziti nedokizané postaéujici podminky (24), se mohou
snadno presvédlit, Ze — za cenu ztraty elegance — lze uziti i (23).

89



Oba procesy vystupujici ve formuli (28) jsou spojité lokalni martingaly, nulové pii
t = 0, staci tedy ovériti, ze
<M(h) — J(h)>t =0 pro vSechna t >0 P-skoro jisté.
P¥imy vypocet (s uzitim formule (26)) ukazuje, 7e
h h h h) 7(h h
<M( ) _ ¢ )>t = <M( )>t —2<M( ), ¢ )>t + <J( )>t

t t
:/ h*¢swjhds—2<M(h),J(h>>t+/ |h* % ds
0 0
t
i / | el ds — 202000 0y
0
Proto je (28) disledkem rovnosti

(0, 10) = [ as,
0

kterou nyni dokazeme. Podle definice procesu W totiz plati, ze

</ h*dMs,/ h*¢sdws>
0 0 t

_ </0 - dMS’/o. W g (Vi) dMs>t

n </0 b dM.. /0 h*w51{0}<w:ws>d35>t
- < /0 A, /0 g (0T dMs>t

- /0 B s E s g (W) h s
:/0 h*sq(s)ihds

t
- /0 B Lo (070,65 T ds

t t
_ / B Lo oy (4540) 07 ds — / B* Loy (4504) 62 hds
0 N——— 0 N——

t t
:/ h*¢s¢;hds:/ |1 ||? ds,
0 0

v predposledni rovnosti byl uzit priklad F.4.

Jestlize je (s, w) injektivni, pak 140y (¥}(w)¥s(w)) = 0, opét podle piikladu F.4.
Pro v injektivni A @ P-skoro vSude tedy pomocny Wieneriiv proces B nemusime
uvazovat. Q.E.D.
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C. Representace brownovskych martingalt. Necht je W = (W1, ... W™)* stan-
dardni n-dimensionalni Wienertiv proces definovany na pravdépodobnostnim pro-
storu (£2,.%,P), ozna¢me (.%#}V) jeho obohacenou kanonickou filtraci. (To jest,
FV = O'(O'(WT, 0<r<tu N) pro t > 0, kde N je systém vSech P-nulovych
mnozin; (.Z}) spliiuje (UC).) Martingaly vzhledem k filtraci (.#}Y) jsou ¢asto
nazyvany brownovské martingaly. Nasim cilem je dokazat, 7e kazdy zprava spojity
brownovsky lokalni martingal je stochastickym integralem vzhledem k danému Wie-
nerovu procesu W, specidlné, ma spojité trajektorie a lokalné absolutné spojitou
kvadratickou variaci.

Vyslovme vétu o integralni representaci presné:

35

Véta 4.7. a) Bud M L?*-martingal vzhledem k (FWV), jehoz trajektorie jsou
zprava spojité P-skoro jisté, Mo = 0. Potom existuje (.F)V )-progresivné méritelny

M « . -hodnotovy proces K takovy, Ze
t
E/ 1K (s)|2ds < o0, 0<t< o0, (29)
0
a P-skoro jisté plati
t
M(t) = / K(s)dW(s), 0<t< . (30)
0

Proces K je urcen jednoznacné: je-li K Jiny progresivneé meritelny proces splnujici
(29) a (30), pak K = K XA @ P-skoro viude na Ry x £.

b) Jsou-li trajektorie lokdlniho (F))-martingalu P-skoro jisté zprava spojité,
pak jsou nutné P-skoro jisté spojite.

c) Je-li M lokdlni (Z)V)-martingal s P-skoro jisté zprava spojitymi trajektoriemi,
My = 0, pak existuje progresivné méritelny My x,, -hodnotovy proces K takovy, Ze
|K|| € L .(Ry ) P-skoro jisté a plati (30). Proces K je opét urcen jednoznacné.

loc

P¥ipomenme (viz véta C.8 v apendixu C), Ze kazdy martingal vzhledem k filtraci
splitujici (UC) mé modifikaci, jejiz skoro vSechny trajektorie jsou zprava spojité a
maji v kazdém bodé limitu zleva, lze tedy tvrdit, ze libovolny brownovsky lokal-
ni martingal ma& modifikaci se spojitymi trajektoriemi, jez je dana stochastickym
integralem vzhledem k W.

Miize se zdat, Zze bod (b) ve vété 4.7 je zbytefny jsa okamzitym disledkem bodu
(¢). Formulace véty v8ak odpovid4 struktuie diikazu: tvrzeni (¢) by plynulo z tvrzeni

35Poprvé klicovou ¢ast (a) nésledujici véty dokizal K. Ité (1951) zcela odlisnym postupem,
zaloZenym na nasobnych stochastickych integralech. V celkem pristupné formé se lze s diikazem,
uzivajicim tuto dilezitou techniku, seznamit v § 9.8 ucebnice H.-H. Kuo: Introduction to stochastic
integration, Springer 2006.
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(a) zcela snadno standardni lokalisa¢ni procedurou, pokud bychom dokazali nalézti
lokalisujici posloupnost (7,,) markovskych ¢asii tak, aby M, = M(- A 7,,) byly L*-
martingaly. To jisté lze, je-li M spojity lokalni martingal, nebot pak existuji (7,)
dokonce tak, ze M,, jsou omezené martingaly. Pro zprava spojité martingaly to
v8ak obecné docilit nelze. Proto odvozeni bodu (c¢) musi byt prediazen dikaz, 7e
(a) implikuje (b).

Uvazujme filtraci (¢4 ) definovanou ¢ = {0,2} prot < 1, 9 = F prot > 1. Bud (%)
obohaceni filtace (47?), pak (%4;) spliuje (UC). Necht X € L'(P)\ L?(P), EX = 0, definujme
martingal M jako zprava spojitou modifikaci martingalu (E(X|gt), t > 0), zfejmé Mgy = O.
Libovolny (%;)-markovky ¢as 7 je bud skoro jisté konstantni, anebo 7 > 1. V druhém piipadé
véak M(t A7) = X pro viechna t > 1, takze M neni lokdlni L?-martingal.

S vétou 4.7(a) se lze Casto setkat v nésledujici ekvivalentni formulaci:

Véta 4.8. Bud' T €]0,00]. Necht & : 2 — R je ZW -méFitelnd funkce, E|E|? <
00. Potom ezistuje (FV)-progresivné mévitelnsyj My ., -hodnotovyj proces K tak, Ze

T
gAHK@m%s<m (31)

T
£ =E() —I-/O K(s)dW(s) P-skoro v§ude na (2. (32)

Proces K je urcen jednoznacne: je-li K jing progresivné mé¥itelny proces splivujici
(31) a (32), potom K = K X @ P-skoro vsude.

O QYW -méftitelnych funkcich se nékdy hovoti jako o wienerovskych nebo brownov-
skych funkciondlech.

Dukaz ekvivalence vét 4.7(a) a 4.8. Piedpokladejme, Ze véta 4.7(a) jiz byla
dokazéana. Tvrzeni véty 4.8 pro urcitost odvodime v pripadé T = oo. Bez Gjmy na
obecnosti predpokladame, ze E(§) = 0; v opa¢ném piipadé bychom totiz uvazovali
funkei & — E€. Bud M zprava spojitd modifikace martingalu (E(¢|.#)V), t > 0).
Podle Jensenovy nerovnosti pro podminéné stiedni hodnoty

M <EE|.7Y), t>o.

Vidime, 7e M je L2?-martingal, jen7 jsa (.#}V)-adaptovany splije predpoklady
véty 4.7(a). M4 tudiz trajektorie skoro jisté spojité a existuje progresivné méfitelny
proces K splitujici (29) a (30). Déle,

t
E/HK@W%SzHM%:EMfSHmF<m,tz&
0

Odtud ihned plyne (31), ndhodn4 veli¢ina fooo K dW je dobfe definovina a splyva
s & skoro jisté podle martingalové konvergenc¢ni véty, kterd implikuje

M, ——E(| ZX) =¢ v L*P).

t—oo
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Tvrzeni o jednoznacnosti je ziejmé. Pokud by bylo T' < oo, postupovali bychom
zcela stejné uvazivie, ze filtrace (.#}V) je spojita zleva.?¢

Analogicky snadno 1ze z véty 4.8 odvodit vétu 4.7(a), proto jen naznacime hlavni
kroky. Bud M L2-martingal vzhledem k (.#V), My = 0, pak M,, € L*(.ZY) pro
kazdé n > 1, tudiz

M, = / H™ aw
0

pro vhodny progresivné méFitelny proces H(™ s [|[H™)|| € L2([0,n] x £2). To impli-
kuje

t
Mt:E(Mn\th):/ HM™aw,, 0<t<n,
0

ziejmé pFitom plati H™ = H(™ X\ © P-skoro viude na [0,n] x £ pro viechna
m > n. Dikaz véty 4.7(a) lze nyni jiz snadno dokonc¢it. Q.E.D.

Véta 4.8 ma cCisté existenc¢ni charakter. Nalézti pro proces K explicitni vyjad-
feni je zpravidla obtizné. Novéjsi charakterisace procesu K mnohdy uzivaji tzv.
Malliaviniv kalkul a zcela se vymykaji ramci tohoto textu.?” Ve dvou nasledujicich
prikladech proto pouze ocitujeme klasicky vysledek, jenz poskytuje popis procesu i
pro specialni t¥idu “dostatecné hladkych” wienerovskych funkciondli, a uvedeme,
jak vypada integralni representace maxima Brownova pohybu.

Priklad 4.7. Necht pro jednoduchost n = 1. Bud L : €(]0,1]) — R fréchetov-
sky diferencovatelnd funkce, to jest, pro kazdé f € € = € ([0, 1]) existuje spojity
linedrni funkcional L'(f) € €* tak, Ze

L+ R) = L) = (PRI

lim 0.
h—0 7]
Nahodna veli¢ina
f(W) = L<W|[0,1]('7w>>7 w € 'Qa (33)

kde Wjo,1] znaci restrikci Wienerova procesu na interval [0, 1], je ziejmé FW-
méfitelnd. Pro brownovské funkciondly typu (33) ukazal J. M. C. Clark (1970), Ze
integrand v representaci (32) lze nalézti v uzavieném tvaru.?®

36Tento vysledek lze nalézti napf. v jiz citované knize I. Karatzase a S. Shrevea (Corollary
2.7.8).

37Uvodni informaci o uziti Malliavinova kalkulu na integralni representace lze nacerpat t¥eba
ve ¢tvrté kapitole knihy M. Sanz-Solé: Malliavin calculus with applications to stochastic partial
differential equations, EPFL Press, Lausanne 2005.

38U.G. Haussmann v roce 1978 zobecnil Clarkovo tvrzeni na wienerovské funkciondly tvaru
L(X(:,w)), kde X je feSeni stochastické diferencidlni rovnice. Verse Clarkovy formule, kterou
uvedeme, nalezi M. H. A. Davisovi, viz jeho ¢lanek v Math. Proc. Cambridge Philos. Soc. 87(1980),
157-166. V téze stati lze nalézti i formulaci a dikaz Haussmannova vysledku.
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P¥ipomefime, %e podle Rieszovy véty o representaci 1ze funkcional L'( f) ztotoznit
s borelovskou (znaménkovou) mirou na [0, 1]. Pfedpokladejme, Ze L je polynomidl-
niho ristu: existuji konstanty K, ¢ > 0 tak, ze

LD+ NE (DI < KA+ 1F119)

pro kazdou f € €. (Vlevo znadi ||L'(f)|| normu linedrniho funkcionalu L'(f), to
jest totalni variaci representujici miry, na pravé strané je ||f|| norma funkce f v
prostoru € spojitych funkei.) Déle predpokladejme, Ze funkce f —— L'(f) je spojita
(vzhledem ke slabé konvergenci mér na [0,1]). Vzhledem k polynomidlnimu rastu
L je funkce ¢ = L(W) zfejmé kvadraticky integrovatelna, E|¢|? < oo. Bud

£ =E(6) + / o(s) ATV (s)

jeji integralni representace, jez existuje podle véty 4.8. Jako Clarkova formule je
znamo (dosti netrividlni) tvrzeni, Ze proces e je tvaru

e(s) = E(L'(W())(1s,1]) | Z,7).
Priklad 4.8. Bud W standardni jednodimensionalni Wieneriv proces, poloZzme

Sy = max W,, t>0.
0<u<t

Potom??

Sp = ESy +2/0T[1 —@(%)] aw,

pro kazdé T € )0, 00[, kde @ je distribu¢ni funkce miry .47(0,1) na R. Pokud vime,
7e ndhodné veliciny St a |Wr| maji identickd rozdéleni,*® neni slozité spocitat, ze

2T
ESt =4/ —.

™

Véta 4.8 se tyka kvadraticky integrovatelnych wienerovskych funkcionali. Resig-
nujeme-li na jednoznacnost representace, muzeme analogické tvrzeni vyslovit pro
libovolné skoro jisté konecné wienerovské funkcionaly.

393 relativné elementarnim (ale nikoliv jednoduchym) dfikazem se lze sezndmit v &lanku A.
H. MMupses, M. I710p, Teop. Beposmmnocm. u ITpumenen. 48(2003), 375-385.

40V jiz vicekrat zminéné knize I. Karatzase a S. E. Shrevea je to uvedeno jako Proposition
2.8.1 a Problem 2.8.2.
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Véta 4.9. (R. M. Dudley, 1977) Predpoklidejme, Ze W je standardni jednodi-
mensiondlni Wieneriv proces a T € ]0,00]. Necht £ : 2 — R je Z)Y -mévritelnd
funkce. Potom existuje (F)V)-progresivné mévitelnsj ndhodnyj proces K tak, Ze

P{/OT|K(3)|2ds<oo}=1 (34)

T
52/ K(s)dW(s) P-skoro jisté. (35)
0

Véta 4.9 pripousti riiznd diilezitd zobecnéni: representace (35) napiiklad plati
pro #p-méfitelné ndhodné veli¢iny £, pokud je (.7#7) zleva spojita filtrace spliujici
(UC) takova, ze W je (.#7)-Wieneruv proces. (Za () 1ze t¥eba zvolit (obohacenou)
kanonickou filtraci néjakého m-dimensionalniho Wienerova procesu, jehoz je W
jednou komponentou.) Dikaz véty 4.9 neni pfili§ dlouhy, ale je ponékud trikovy a
nepokusime se ho zde podat.*!

V nésledujicim piikladu ukazeme, Ze jednoznacnost ve vété 4.9 miize byt poru-
Sena.

Priklad 4.9. Ovérit, 7e proces K v representaci (35) neni urcen jednozna¢né ve
t¥idé procesit splijicich (34), je snadné, pokud T = co. Podle zdkona iterovaného
logarithmu pro Wienertuv proces je markovsky cas

o=inf{t > 1; W(t) =0}
P-skoro jisté konec¢ny, tedy
/ ‘1[070[(8)‘2 ds =0 < o0, / 1j0,0(5)dW(s) = W(o) =0 P-skoro vsude.
0 0
Nulovy funkciondl mé tedy (alespoii) dvé representace. (Pov8imnéme si, Ze z tvrzeni
o jednoznacnosti ve vété 4.8 nutné plyne Eoc = oo.) V pripadé T < oo uzijeme

vhodné zamény ¢asové kaly. Bud pro urcitost T = 1, sestrojime (.#}V)-progresivné
métitelny proces (A;)o<i<1 tak, aby

1 1
0< / |A(s)|?ds < oo, / A(s)dW(s) =0, P-skoro jisteé.
0 0

Definujme

t

1

Z(t):/ Law(s),  0<i<1
0 s

41Pgvodni Dudleyho dtikaz je reprodukovan ve skriptu P. Mandla Stochastické integrdly, UTIA
CSAV, Praha 1976, na str. 148-151. Zminéna zobecnéni Dudleyho véty lze nalézt v Elanku M.
Emery, C. Stricker, J. A. Yan, Ann. Probab. 11(1983), 635—641.
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potom je Z spojity lokalni martingal s kvadratickou variaci

<Z>t:/0t(#ds:i—1.

1 —5)2 1—t

Uvazujme preskalovany proces Z(t) = Z(t/(t+1)),t > 0, pak (Z), = t, takZe podle
Lévyho charakterisacni véty je Z Wienertuv proces. Polozme

5 1
o=inf{t >1; Z(t) =0}, 7=inf{t > o5 Z(t) = 0}.

Jiz jsme si ujasnili, Ze P{o < oo} = 1. JelikoZ 7 je zfejmé (FV)-

splnujici

markovsky cas

o
T = ,
oc+1
je také
Plw; 7(w) <1} =1. (36)
Definujme
1
Aty =——1 t 0<t<1
()= —— T, O<t<L,

vzhledem k (36) dostaneme

/01 A2 dl = /0 u_;t)th < 0,
/1 A(t) AW (1) = / L aww) = z2(m) =0

P-skoro jisté, jak jsme si prali.

Nyni nazna¢ime diikaz véty 4.7. Nejprve dokaZeme bod (a) omezivse se vsak jen
na pripad n = 1, poté odvodime tvrzeni (b). Jak jiz bylo fe¢eno, tvrzeni (¢) plyne
z (a) a (b) celkem pFimocafe, proto jsou detaily pFenechdny ¢tendice ¢ ¢tenafi.

Jako prvni krok odvodime ditlezity vysledek o martingalech, uzitecny i jinde.
Piedpokladejme, Ze (¥4;) je filtrace splitujici (UC) a B je standardni jednodimensio-
nalni (¢;)-Wieneriv proces. Oznaéme

M, = {M = (M;);>0; M zprava spojity L?-martingal vzhledem k (¢;), My = 0},

Ar = {X = (Xi)i>0; X (#,)-progresivné méFitelny, E [ [X(s)[2ds < oo},

A= {X = (Xt>t20; X]-[O,T] e Apr VYT >0 }

Pro procesy X € A je definovan stochasticky integral

It(X):/OtX(s)dB(s), t>0,
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a I(X) € My. Déle, Ap lze ztotozmit s prostorem L?([0,T] x 2, .#,\ @ P), kde .#
je o-algebra (%;)-progresivné méfitelnych mnozin, a plati

E(Lr(X) I (Y)) = E/OTX(S)Y(S) ds, X,V € Ar.

Zobrazeni It je tudiZ isometrie z Ar do L?($2,%r,P) a jeji obor hodnot Zr =
{I7(X); X € Ar} je uzavieny podprostor v L?(9r).

Tvrzeni 4.10. (H. Kunita & S. Watanabe, 1967) Pro kazdy martingal M € My
existuji procesy X € A a Z € My tak, Ze

My =1L(X)+ Z, pro vSechnat > 0 P-skoro jisté (37)

(ZI(Y)) je martingal pro libovolne Y € A. (38)

t>0

Mé-1i martingal M spojité trajektorie, pak rovnost (37) implikuje spojitost tra-
jektorii Z, jelikoz stochasticky integral spojité trajektorie jisté ma.

Pro spojité martingaly vime, Ze (38) je ekvivalentni s (Z,I(Y)) = 0 pfimo podle definice
vzajemné variace. Ctenaika &i ¢tendf znali Doob-Meyerova rozkladu i pro (obecné nespojité)
martingaly4? mohou tvrzeni 4.10 pfeformulovat do jeho standardni podoby: pro kazdé M € Mo
existuji X € Aa Z € My tak, %e M = I(X)+ Z a (Z,I(Y)) = 0 pro vSechna Y € A.

Dukaz. Pokud rozklad splitujici (37) a (38) existuje, je urcen jednoznaéné. Sku-
teéné, necht M = I(Xl) + Z1 = I(XQ) + ZQ. Potom Zl — ZQ = I(XQ — Xl), tedy
7y — Zs je L>-martingal se spojitymi trajektoriemi, pritom (Z; — Z2)I(Xo — X1) je
martingal podle (38), takze (Z; — Z5, [(X2 — X7)); = 0, t > 0. Odtud

(Zy — Zo)yy = (21— Zay Zy — Za)y = (Z1 — Za, I(Xo — X1))1 =0

a lemma C.1 implikuje Z; — Z5 = 0 P-skoro vSude. Jestlize tedy pro kazdé T" > 0
dokdzeme nalézti procesy X a Z tak, aby (37) a (38) platily pro 0 < ¢t < T, pak
muizeme z jednoznacnosti konstrukei rozsititi na Ry .

Zvolme proto pevné T > 0 a M € M. Vime, ze Zr je uzavieny podprostor
Hilbertova prostoru L%(§2,%r,P), existuje tudiz jeho orthogonalni doplnék %7 a
funkci My € L?(%r) lze jednozna¢né rozlozit

Mr =Ir(X)+ R, (39)
kde X € Ap a R € %7, to jest
(R, IT(Y)>L2(Q) =E(RIr(Y)) =0 (40)

42Viz 1. Karatzas, S. Shreve: op. cit., Theorem 1.4.10.
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pro kazdé Y € Ap, pricemz (-, -)r2(o) znaci skaldrni soucin v L?(2). Bud Z =
(Z¢)o<i<T zprava spojitd modifikace martingalu E(R ‘ %), 0<t<T.Jezto R €
L%(£2), jest Z ziejmé L%-martingal; martingalova vlastnost uzit4 na (39) dava

M, =E(Mr|%,)=E(Ir(X)|%) +E(R|4) =1(X)+ Z;, 0<t<T,

P-skoro jisté. Zbyvé dokézat, Ze proces (Z,1;(Y')) <, je (%)-martingal pro viech-

na Y € Ap. Vzhledem k lemmatu C.3 staci ovérit, ze
E(ZJIJ(Y)) = E(ZOIO(Y)) =0

pro vSechny (%;)-markovské casy o, 0 < ¢ < T. Zvolme o a Y € Ap libovolné,

potom je proces Y = Y1, € Ar a I,(Y) = I,(Y) = Ir(Y). S pfihlédnutim k
(40) ziskdvame

E(Z:1,(Y))

E(E(R|¥9,)I,(Y))
E(E(RI,(Y)|%,)) = E(RI,(Y))
E(RIp(Y)) =0,

¢imz je dikaz zavrsen. Q.E.D.
Dtikaz véty 4.7(a) pro n = 1. Bud M zprava spojity L>-martingal vzhledem
k (.ZV). Podle tvrzeni 4.10 existuje rozklad

M(t) = /Ot K(s)dW(s)+ Z(1), >0,

kde K je (ZW)-progresivné méfitelny proces splitujici (29) a Z je zprava spojity
L?-martingal vzhledem k (.#}V) takovy, Ze

Z/O.z/)dW

je (ZV)-martingal, kdykoliv je 1 progresivné méfitelny proces nalezejici L2([0,] x
2) pro vSechna t > 0. Chceme ovéfit, ze

P{Z, =0 Vte[0,00]} = 1. (41)

Bud t > 0 zatim pevné, indukci podle N dokaZeme:

E(Zt f[ fk(W(sk))) —0, (42)
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kdykoliv 0 = s < 51 < ... < sy < ta fr : R— C jsou omezené borelovské
funkce, k =1,... ,N. Pro N = 0 jest

E(Zufo(W(0)) = fol0)EZ =0,

jelikoz Z je martingal a Zy = 0. Predpokladejme tedy, 7Ze (42) je jiz dokizano pro
néjaké N > 0, a zvolme fr a 0 = sop < 51 < ... < sy < sy41 < t. Pro fixované
0 € R polozme

N
o) = E(Z J] W (i)™ @), s € [,
k=0

Povsimnéme si, 7Ze p(sy) = 0 podle indukéniho predpokladu a

o(s)=E [E (Zt lj_jl Fr(W (s5))et®W (=)

ysw)] - E(Zs f[ fk(W(sk))ewW(s)>.

Uzitim Itoovy formule obdrzime rovnost

2 ps s
c1OW (5) — iOW (sn) _ % / ) qr 4 i / e AW (r),

SN SN

proto

E (ZseiGW(s)

92{) - ei‘)W(SN)E(Zs

0? °
9}5)——E<ZS/ W (") dp
2 .

)

+ iQE(ZS / W) AW (r)

SN

Proces Z byl zvolen tak, aby Z, fos 1[3N,t](r)eww(7") dW (r), s > 0, byl martingal,
tedy

E(ZS/ W) aw (r)

SN

SN )
WK) = ZSN/O 11 n(r)e?V O dw (r) = 0.
To jest, plati

E (ZseiGW(s)

2 s
9!}?) _ ZSNeiGW(sN) _ %E(Zs/ cOW () g

SN

yg). (43)
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Vynéasobivie (43) .7}V -méfitelnou funkef Hff:o (W (s)) a zintegrovavse vzniklou
rovnost podle miry P ziskdme vztah

N

2 s
o(s) = —% E {ZS H Fe(W (sp))e® | dr
SN k=0
02
=L [ ey selondl

SN

Nebot funkce ¢ je spojitd, jak lze snadno nahlédnout, implikuje Gronwallovo lemma,
7e ¢ = 0 na [sy,t]. Jelikoz € bylo libovolné, vidime, 7e

N
Vs € [sn,t] VO ER E[Zt [T (W (sk))e™™ | = 0. (44)
k=0

Oznafme 0 = Z; chvzo f(W(sk)) a definujme konetné borelovské miry pu*, u~ na
R predpisem

pt(A) =E(@T14(W(sn41))), # (A) =E(@ 1a(W(sn41))),

pro vechny A C R borelovské (0%, 9~ znad¢i kladnou a zadpornou ¢ast funkce 9). Z
této definice standardnim postupem plyne

/ T g(r) dit(r) = E@F (W (sna))

— 00

pro vSechny omezené borelovské funkce g : R — C. Specidlné z (44) pii volbé
s = sy41 dostavame, Ze

/ e dpt(r) = / e du~(r), #ER

Odtud pu* = =, nebot Fourierovy transformace mér pT, p~ splyvaji. Dale,

N+1

E(Z TT /W (51))) = E@fn a1 (W(sni1)
=E a+fN+1( (8N+1))) — E 0 fnp (W (8N+1)))

/ fnga (r)dp( / fvga(r) dp™(r)
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a platnost (42) pro N + 1 je ovéfena.
Nakonec si povSimnéme, ze

o ={Aeo(W(r), r<t), E(Z,14) =0}

je o-aditivni systém, ktery podle (42) obsahuje systém (uzavieny na priniky) vSech
mnozin tvaru {W(sy) € C1,... ,W(sy) € Cn}, C; C R borelovské, takze uzivajice
Dynkinovo lemma odvodime, Ze &/ = o(W (r), r < t). o-algebra .« se tudiz od .%V
lisi jen o nulové mnoziny, proto E(Zt 1 A) = 0 plati pro kazdou A € .#Z". Funkce Z;
je oviem .ZV-méfitelna, takze Z, = 0 skoro jisté. Ze spojitosti trajektorii Z zprava
plyne ihned (41).

Jednoznac¢nost representace (30) je ziejmé. Q.E.D.

Diikaz véty 4.7(b). Bud M zprava spojity (ZV)-martingal. Je-li M L2-
martingal, plyne spojitost jeho trajektorii z tvrzeni (a) véty 4.7. V opa¢ném piipadé
zvolme T > 0 libovolné pevné a naleznéme nadhodné veli¢iny M) € L2(02, ZV,P)

tak, aby
1

2_k’
Necht je L) zprava spojitd modifikace martingalu (E(M(k) ‘ FV),0<t < T).
Jelikoz L(¥) je L2-martingal, ma spojité trajektorie. Uzitim Doobovy maximalni
nerovnosti na (zprava spojity) martingal M — L*) dostaneme

E|Mp — MW < k> 1.

ko L _ ) RV I
P{O;%Wt L) > -} < KE[Mr - 1P| = kE[Mr — M®)| < 2.

7 Borel-Cantelliho lemmatu plyne

P(limsup{ozltlgT‘Mt — Lgk)‘ > %}) =0,

k— o0

coz znamena, ze P-skoro jisté

lim 2i" = M, stejnomérné v € [0,7].
Ma tedy M skoro jisté trajektorie spojité na [0,T], avsak T' > 0 bylo libovolné,
takze pro martingaly je dokazované tvrzeni jiz ovéreno.

Bud nakonec M zprava spojity lokalni (.ZV)-martingal. Existuje lokalisujici
posloupnost (7;) markovskych ¢ast tak, 7e My = M(- A 1) jsou zprava spojité
(ZY)-martingaly. Jak jsme jiz ukazali, maji martingaly Mj P-skoro jisté spojité
trajektorie. Lze proto nalézti mnozinu N € .Z tak, ze P(N) = 0 a pro v8echna
we€ N\ N je m(w) / oo a M(w) je spojitd funkce na [0, 7x(w)[, £ € N. Tim je
dikaz tvrzeni (b) véty 4.7 dokoncen. Q.E.D.
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5. STOCHASTICKE DIFERENCIALNI ROVNICE: EXISTENCE RESENT I1

Ve druhé kapitole jsme dokazali, 7Ze stochasticka diferencialni rovnice ma — pii
zadané pocatecni podmince — pravé jediné reseni, pokud jeji koeficienty splnuji jisté
predpoklady (I) a (II), jeZ se pro autonomni rovnici (to jest, v pFipadé koeficientt
nezavisicich na ¢ase) redukuji na pozadavek

b:R" — R™, o:R™ — M,,x, lipschitzovské.

To je dilezity vysledek z hlediska theoretického, avsak pro mnohé aplikace je lip-
schitzovskost prilis restriktivni predpoklad. Trida pripustnych koeficientt by se pod-
statné rozsitila, pokud bychom byli s to pracovati s funkcemi lipschitzovskymi pouze
lokalné predpokladajice

VK CR" kouli b: K —R", o:K — M,,x, lipschitzovské.

Kupiikladu, kazda funkce b € €1(R™;R™) je lokaln& lipschitzovska. Vskutku, pro
x,y € K mame podle véty o stfedni hodnoté

o) =)l = | [ oG+ 10 = )= )

< sup [|[Db(z +t(y — )| ||y — =
0<t<1

< sup ||Db(2)]| [ly — =,
z€K

staci tedy uvaziti, ze Fréchetova derivace Db funkce B je spojita, a tedy omezend, na
kompaktu K. (Pokud bychom chtéli tymZ postupem dokézat globalni lipschitzov-
skost b, potifebujeme silny dodatecny predpoklad omezenosti Db na celém R™.) V
této kapitole ukazeme, ze predpoklad lokalni lipschitzovskosti v prostorovych pro-
ménnych skutetné miize prirozenym zpusobem nahradit podminky (I) a (II) z véty
2.1.

Regeni rovnic vygetifovanych v kapitole 2 bylo mozno hledat na pifedem zvoleném
intervalu [tg, T']. P¥ipustime-li koeficienty s ristem rychlejsim nez linedrnim, mtize
se situace odliSovat: kazdé feseni ma sviij prirozeny maximalni defini¢ni obor, vné
néjz ho nelze spojité rozsirit.

Priklad 5.1. Rovnice

dX, = X2dt, X,=1,

to jest

X(t)= 1+/tX2(s)ds,
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méa TeSeni
X(t):—t, 0<t<l.

Zjevné lim;_.1_ X (t) = 400, TeSeni je proto — jako R-hodnotova funkce — rozumné
definovano pouze na intervalu [0, 1[. Maximalni defini¢ni obor feSeni zavisi na po-
¢atedni podmince: taZ rovnice, ale s poc¢ateéni podminkou X (0) = —1, ma FeSeni
X(t) = —(1 4+ t)~! definované na celém [0, oc].

Piedpokladejme, Ze pracujeme na libovolné pevné zvolené stochastické basi ({2,
F, (), P) spliwgjici (UC), na ni7 je definovan n-dimensionalni (.%;)-Wienertuv pro-
ces W. Ozna¢me # o-algebru (.%;)-progresivné métitelnych mnozin. Zobecnéme
definici Teseni stochastické diferencidlni rovnice

dX = b(t, X)dt + o(t, X) dW (1)

s borelovskymi koeficienty b : Ry x R — R™, 0 : Ry X R" — M,,,x, a s
pocatecni podminkou
X(to) = (2)

tak, aby zahrnovala i FeSeni s konec¢nou dobu zivota. Nejprve zavedeme uzitecné
oznafeni: Pro markovské ¢asy ¢, 7 definujeme stochastické intervaly [(, 7] a [(, 7]
predpisem

[¢rl={(t,w) ERy x 25 ((w) <t <T
¢, 7] = {(t,w) ERy x 2; ((w) <t < T(w)}_

IN

(Analogicky bychom postupovali pro ostatni kombinace zavorek.) Upozornéme, 7e
stochastické intervaly jsou podmoziny Ry x (2, a¢ ¢ a 7 mohou nabyvat i hodnoty
00, a povsSimnéme si, Ze plati

Lo -t w) = Ly, r@)(t), (tw) € Ry x 2.

Neni obtizné ovérit, ze intervaly [, 7] a [(, 7] jsou progresivné méfitelné mnoziny.
(Napriklad pro [(, 7] to plyne ihned 7 toho, 7e jeho indikator je zprava spojity
adaptovany proces.)
Definice 5.1. Dvojici (X, ¢) nazveme lokdlni Teseni tlohy (1), (2), jestlize
(i) € : 2 — Jto, 0] je markovsky cas,
(ii) X : [to,e] — R™ je progresivné mé¥itelny nahodny proces,
(iii) plati

limsup [| X (t,w)|| = +00 na mnoziné {w; e(w) < oo},
t,/e(w)
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(iv) existuji markovské casy n™¥, N € N, spliujici to < 9V < &, gV 7 ¢ pri
N — oo, tak, Ze pro kazdé N € N fesi X tlohu (1), (2) na [tg,nV], to jest,

N

[ {1t XD+ ot X0} as < o0 "

P-skoro jisté a

N N

X(t/\nN):<,9+/ ! b(s,X(s))ds-l—/ ! o(s, X (s))dW(s)

to to

plati P-skoro jisté pro vSechna t > tg.

Markovsky ¢as ¢ nazveme cas ezxplose (nebo doba Zivota) feSeni X.

Terminologické varovani: Objekt zavedeny v predchozi definici se zpravidla
nazyva prosté feSeni X tlohy (1), (2) (s dobou Zivota  zmifiovanou jen v piipadé,
kdy je explose v kone¢ném ¢ase podstatnd) a nikoliv lokdlni feSeni (X,¢). V této
kapitole se vSak pro jasnost ptridrzime nazvoslovi zdiraznujiciho, ze uzivadme praveé
definici 5.1.

Poznamka 5.1. a) Pozadavek .#-méfitelnosti procesu X v bodu (ii) ma smysl,
jelikoZ stochasticky interval [[to,c[ € A .

b) V bodu (iv) vystupuje stochasticky integral procesu, definovaného pouze na
stochastickém intervalu. Uvédomme si proto, ze

tAC EAC tAC
/0 Y(s)dW(s) = /0 Y(sA()dW(s) = /0 Y(sA@)dW(s)

plati pro kazdy progresivné méfitelny M, x,,-hodnotovy proces Y spliwjici [|Y]| €

L? (Ry) P-skoro jisté a pro libovolné markovské ¢asy ¢ < 6, jak se lze snadno

presvédcit. Lze tudiz konsistentné definovat

N N

/ ! a(s,X(s))dW(s):/ ! o(s, X(s An™N))dW (s),

to to

integrand vpravo ma jiz smysl pro vSechna s >ty a plati téz

/0 ! a(s,X(s))dW(s):/O " (s, X (s A C)) AW (s),

kdykoliv je ¢ markovsky ¢as, n’¥ < (¢ < e.
c¢) ReSeni rovnice (1), (2) podle definice 2.1 je pravé lokdlni feSeni s ¢ = +o0.
(Je-li ¢ = 400, nazyva se mnohdy X pro zdiraznéni globdlni FeSeni.) Déle, nékdy je
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ucelné uvazovat reSeni, jejichz doba Zivota je kladné s positivni pravdépodobnosti,
nikoliv v8ak nutné skoro jisté, to jest, 0 < P{e > to} < 1, av8ak v této prednésce
tak obecny pojem feSeni nepotiebujeme a vzdy pozadujeme ¢ > ty na (2.

d) Z definice lokalniho FeSeni ihned plyne, Ze trajektorie X (-,w) je P-skoro jisté
spojita na intervalu [tg, e(w)[ a P{X (tp) = ¢} = 1.

e) Je uzitecné si uvédomit, ze definice lokalniho reSeni nezavisi na konkrétni
volbé& aproximujici posloupnosti markovskych ¢asit {#"V}. To plyne z nasledujici
tvahy: Necht je (X, ¢) lokalni FeSeni podle definice 5.1 a ( markovsky ¢as takovy,
et <(<ea

¢
/t {11b(s, X (5))]| ds + [|o(s, X (5))[|*} ds < 0o P-skoro jisté. (4)

Potom X fesi rovnici (1), (2) na stochastickém intervalu [[to, (]:

tAC tAC
X(tn¢) = go-l—/ b(s,X(s))ds-l—/ o(s,X(s))dW (s)

to to

plati P-skoro jisté pro vSechna t > ty. Vskutku: fixujme ¢t > ¢, pro kazdé N € N
podle definice lokalniho reSeni dostaneme

tACADN tACAR™N
X(tACAn™) :go—l—/ b(s,X(s))ds—i—/ o(s,X(s))dW(s)

to to

— ot / Lo onennv((5)b(s. X (s A 0)) ds

to

+/t Liouncnyv((5)o (s, X (s A Q) IV (s) (5)

P-skoro jisté. Jezto n¥ e a ¢ < ¢, jest
Jim £ ACA nN =tA( P-skoro vude na 2
a ze spojitosti trajektorii plyne
Jim X(tACA n™V) = X(tA(¢) P-skoro viude na £2.
Dale plati

Lio,encann((8)b(s, X (s A () ~ Ljo,enci(s)b(s, X (s A Q)

— 00

1[0,tACAnN[(8)U(8, X(sNn(Q)) —— 1[0,t/\§[(8)0(8, X(snQ))

— 00
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pro kazdé s € [to,t] P-skoro jisté. PFitom vzhledem k (4)

1L 0,encanv()(-, X '/\C )| < | Lo,enci()b( X(-/\C))H Ll([to,t])
[ 110,encan¥ (o X A < [1oaci(-)a( O)|| € L([to, 1])

P-skoro jisté, tudiz podle véty o majorisované konvergenci
t

/ Lioencann((s)b(s, X(s A () ds ——— Lio,enc(s)b(s, X(s A Q) ds

N—oo to

/H{]-Ot/\g’/\n _1[0t/\< }USX(S/\C H ds —— 0

N—o0
P-skoro jisté. Odtud (viz pifiklad 1.2)
tAC

tACAn
/ (s, X (s AO)AW(s) —F— [ (s, X (s A C))dIW(s)

to N—oo Ji,

a dokazované tvrzeni plyne limitnim pfechodem z (5).
f) Jsou-li funkce b, o omezené na omezenych mnozinach, je zpravidla vyhodné
pracovat v definici 5.1 s markovskymi ¢asy

N =inf{t > to; | X(t)]| > N} AN,

které ziejmé aproximuji ¢ a pfitom je (3) splnéno automaticky.

Nejprve vySetiime jednoznac¢nost lokalnich teSeni. Nasledujici vysledek mirné
zobeciuje vétu 2.2.

Véta 5.1. Budte b : Ry xR™ — R™, 0 : Ry xR — M,,,«,, borelovské funkce
vyhovujict predpokladu

(III) VYN eN JEy<oo V>0 Ve,y e R™, |lz| V]y|| <N
1b(t, ) = b(t, )| vV llo(t, ) — ot y)l| < Knlle -yl

Necht to € Ry a (X,ex), (Y,ey) jsou dvé lokalni Feseni rovnice (1) spliujici
X(to) = Y (to) P-skoro vsude. Potom cx = ey P-skoro vsude a

X1 = Y1 oy P-skoro jisté. (6)

to,ex|
Podotknéme, ze ve vété 5.1 nepredpokladame zadnou integrovatelnost pocatecni
podminky. Pro jasnost dile poznamenejme, Ze zapisem (6) minime:

P{we 2; X(t,w) =Y(t,w) Vt€ [to,ex(w)[} = 1.
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7 dikazu bude ziejmé, jak vétu modifikovat, jsou-li koeficienty definovany pouze
na [0, 7] x R™ pro n&jaké T > 0 ¢i pokud lze konstanty K volit stejnomérné pouze
pro t z kompaktnich podintervali R, .

Diikaz. Piedpoklddejme bez Gjmy na obecnosti, 7e to = 0. Budte {n¥}, {nd}
posloupnosti markovskych ¢asit aproximujicich e x, respektive ¢y, jejichz existence
je zarufena bodem (iv) definice 5.1. Pro N € N poloZzme

T = inf{t > 0; [|X(t)] > N},
my = inf{t > 0; |[Y(t)]| > N},
N :T)](V/\T{/V/\nﬁ/\ng.
Snadno nahlédneme, Ze pro kazdé w, pro néz jsou trajektorie X (-, w), Y (-, w) spojité,

plati

7R (W) — ex (W), 7 (w) — ev(w) pii N — o,

takze ™V ' ex Aey pro N — oo P-skoro jisté. Podle definice lokalniho FeSeni
dostavame

X(t/\TN)—Y(t/\TN):/O C{b(s, X(5)) = b(s, Y(s)) } ds

—I-/O ' {O'(S,X(S))—U(S,Y(S))}dW(S).

Je-li s < 7V (w), pak || X (s,w)||V||Y(s,w)|| < N, proto uzivajice predpoklad lokalni
lipschitzovskosti (III) stejné jako v ditkazu véty 2.2 odvodime odhad

E|X(tATY) =Y (EArY)|

<ox( (s, X () = s Y5 ds)2

2

+2E‘/0 " {0, X(5)) = o5, Y (5))} W (s)

N

tAT
<K (t+ 1)E/ IX(s AT) = V(s A T)|2ds
0
t
< 2K2(t + 1)E/ 1X(s ATN) =Y (s AT ds.
0

Podle Gronwallova lemmatu

E[X(tATY) =Y (EAT™)?>=0
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pro kazdé t > 0, spojitost trajektorii implikuje
X1~ =Yg~ P-skoro jisté.
Limitnim prechodem N — oo odvodime
X1 ciney[ = Y10cney] P-skoro jisté. (7)

Zbyva dokazat, 7e e¢x = ey. Podle (7) lze nalézti mnozinu A € %, P(A) = 0,
takovou, Ze pii w ¢ A jsou trajektorie X (-, w), Y (-,w) spojité a X (-,w) = Y (-,w) na
[0, e x (w)Aey (w)[. Necht pro spor existuje w ¢ A tak, ze ¢ x (W) # ey (w), pro ur¢itost
predpokladejme, 7e ¢ x (©) < ey (W) (v opa¢ném piipadé je dikaz zcela analogicky).
Specidlné tedy plati ¢ x (@) < oo, naleznéme R € N tak, aby ¢x (@) < 7f(&). Jest
oviem X (s,0) = Y(5,0) pro 0 < s < 78H(@) < ex (D) < (@), tedy

R+1< X (@), @)l = Y (r{ (@), )]l < R,

coz je hledany spor. Q.E.D.

Priklad 5.2. Nejsou-li koeficienty lokalné lipschitzovské, nemusi byt reseni ur-
¢eno jednozna¢né. Zvolme « € |0, 1] libovolné pevné a uvazujme rovnici

dXt |Xt|adt X() - 0,
to jest
t
X, - / IX,|* ds. (8)
0

Piimym vypoctem se snadno ukaze, Ze pro kazdé s € [0, o] je funkce

0, 0<t<s,
Tl —a)t-9)"" 1>,

feSenim rovnice (8), jez ma tedy nespocetné mnoho riznych FeSeni.

Uloha (8) je ¢ist& deterministicka, jednoznaénost viak neplati ani pro analogickou
rovnici stochastickou. Bud W redlny Wienertv proces, potom je X = 0 feSenim
rovnice

t
X, = / XL | AW,
0

Pro a> 1 5 Je to jediné FeSeni, zatimco pii a € 10, [ existuje navic i feSeni nenulo-
vé (I. V. Girsanov, 1962). Analysa Girsanovova prlkladu vyzaduje ovSem néstroje
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ne zcela elementarni.*® Snaze lze ovéfit nejednoznac¢nost pro nésledujici jednodi-
mensionalni problém:

t t
X, :3/ X51/3ds+3/ (X322 aw,, (9)
0 0

kde W je opét realny Wienertiv proces a funkce z — '/3 je pfirozené definovéna
jako inverse k prosté funkci o — 23, Zfejm& X = 0 je FeSeni (9) a pifmou aplikaci
Itoovy formule se ukaze, Ze i X = W3 fesi (9). Obecndji, pro libovolné © € [0, o0]
polozme g = inf{t > ©; W; = 0}, snadno nahlédneme, Z%e proces

07 0§t<ﬁ®7
Xt:{ 3
th tZﬁ@a

fesi (9). Lze ukazat, Ze o # (= pro © # E, takZe (9) ma nespocetné mnoho
ruznych reseni.

Nyni je nasim cilem dokazat vétu o existenci lokalnich Teseni.

Véta 5.2. Budte b: Ry xR™ — R™, 0 : Ry XR"™ — M,,,«,, borelovskeé funkce
vyhovugici predpokladim,

(IlI) VN eNdKy <ocoVt>0Va,yeR™, |z||V|y]| <N

1Ct, ) = bt )| v llo(t, ) = o(t,y)l| < Knlle = yll,

(V) sup {[[b(t, 0)| + [|o(£, 0)[|} = K < <.
t>0

Pro kazdé ty € Ry a libovolnou 7, -méritelnou funkci ¢ : 2 — R™ spliujici
Ello||* < oo existuje jediné lokdlni Feseni (X, e) dlohy (1), (2). Je-li navic splnén
predpoklad linearniho ristu

(I) 3JK.,<ocoVt>0VereR™

16Ct, )|V llor(t, )] < Ko (1 + l2]]),

pak ¢ = 400 P-skoro jisté a pro kaidé T > ty a p € [2,00] existuje konstanta

- s s

E sup [[X(1)[" < C*(1+E[oP). (10)
to<t<T

43 Jednoznac¢nost pro o > 1/2 plyne z Proposition 5.2.13 v I. Karatzas, S. E. Shreve: Brownian
motion and stochastic calculus, Springer-Verlag, New York 1988; nejednoznacnost viz Remark
5.5.6 tamtéz.
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Poznamka 5.2. a) Zptisobem jiz ndm znamym lze vétu 5.2. roz§ifit na nein-
tegrovatelné pocatecni podminky, pricemz konstrukce feseni ztstava z valné casti
nezménéna.

b) Pii nepodstatné modifikaci ditkazu je mozno vétu 5.2 dokazat i pro rovnice
s koeficienty definovanymi pouze na [0, 7] x R™ pro né&jaké T' > 0. Z dikazu bude
té7 ziejmé, 7ze misto konstant K, K lze uvazovat funkce ¢asu t, pokud tyto funkce
zistavaji omezené na omezenych mnozinach.

¢) Podminka (IV) je splnéna automaticky, pokud koeficienty nezavisi na ¢ase. V
neautonomnim pripadé ji vsak zcela vypustit nelze: rovnice

1
dXzzdt, X():O,

nema feSeni s kladnou dobou Zivota, a¢ jeji prava strana spliuje (IIT). Pfesnéd po-
doba predpokladu (IV) neni p¥ili§ dulezitd, podstatné je, aby funkce b a o by-
ly omezené na omezenych podmnozindch R, x R™, coz predpoklad (IV) spolu s
predpokladem lokalni lipschitzovskosti (IIT) implikuji: pro x € R™, ||z|| < N, lze
odhadnout

1b(t, )| < [|b(t, ) — b(t,0)|| + [|b(¢,0)|| < Kn|lz|| + K < KyN + K

a podobné pro o.
Poznamka 5.3. Podle definice lokalniho feseni plati

limsup [| X (¢)]| = +00 na mnoZiné {¢ < co}.
t e

Lze ukazat,** 7e pro fefeni zaruena vétou 5.2 dokonce existuje limita:

li/m | X (t)]| = 400 P-skoro vSude na mnoziné {e¢ < oo}.
t, e

Zakladem dtkazu véty 5.2 je nasledujici tvrzeni o lokalni jednoznacnosti, jez
zhruba 1ika, 7e trajektorie feseni v libovolné oteviené mnoziné jsou urceny pouze
hodnotami koeficientii na této mnoziné.

Tvrzeni 5.3. Budte b; : Ry x R — R, 0, : Ry X R™ — M,,,«,, borelovské
funkce, i = 1,2, spliujict predpoklady (1), (II) véty 2.1, to jest
JL < ooVt >0 Vr,y e R™ Vie {1,2}
[b:(t, ) = bi(t, y) || V [loi(t, 2) — os(t, y)|| < Lz = yll, }

||bz(t7*r)|| N ||0-z(t’x)|| < L(l + ||x||) (11)

44Viz nap¥. N. Ikeda, S. Watanabe: Stochastic differential equations and diffusion processes,
North—Holland, Amsterdam 1981, §IV.2.
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Nechtto € Ry a ¢ : 2 — R™ je Fy, -méFitelnd funkce, E||p||*> < co. Bud' D C R™
oteviend mnozina takovd, Ze

bl‘[tg,oo[xD - 2\ [to,00[x D’ 01‘[t0,oo[><D - 02‘[t0,oo[><D' (12)

Proi=1,2 oznacme X; teseni ulohy
dXZ :bi(t,Xi)dt+0'i(t,Xi)dW, Xi(t()) = @,

a poloZme
= inf{t 2 to; Xz(t) §7:L D}
Potom P{my =1} =1a

sup [| X1(t A1) — Xo(t ATp)|| =0 P-skoro jisté.
t>to

Opét neni t&zké overit, Ze tvrzeni plati i bez predpokladu E||¢||? < .
Dukaz. Polozivse pro prehlednost ¢ty = 0 odhadujme rozdil

Xy (A7) — Xalt Amy) = /OtATl{bl(s,Xl(s)) by, Xa(s))} ds
+ /OtATl{Jl(s,Xl(s)) a5, Xa(s)) ) AW (s)
_ /OtATl{bl(s,Xl(s))—bg(s X1 ()} ds
b 7 e, X)) = s Xalo s
+ /OtATl{Jl(s,Xl(s)) a5, X1 ()} AW (s)

-I—/t/\Tl{Jg(s,Xl(s))—ag(s Xo(s))} AW (s)
=1 —I(—) g
Je-li s < 11(w), potom X;(s,w) € D, tedy
b1(s, X1(s,w)) = ba(s, X1(s,w)), o1(s, X1(s,w)) = o2(s, X1(s,w))
podle (12), odtud I; = 0 a Is = 0 P-skoro vSude. Pfedpoklad (11) dava

tATL 2
E|| L] < E(/ [b2(s, X1(s)) = b2(s, Xo(s))| d5>
0

tATL 5
gtLQE/ | X1(s) — Xa(s)|" ds.
0
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Analogicky
t/\Tl
L)% < L?E/ 11(5) — Xa(s)|I? ds.
0

Dohromady dostaneme
9 t/\Tl
E[|X0(f A 1) — Xa(tAm) §2L2(t-|—1)E/ X1 (s) — Xa(s)[|2ds
0
tAT
:2L2(t-|—1)E/ IX1(s A1) — Xo(s A )2 ds
0

t
S 2L2(t + 1)/ E||X1(S A T1) — XQ(S A\ T1)||2d8,
0

takze podle Gronwallova lemmatu
Vi>0  E|Xi(tam) - Xa(tAm)|P =0,
coz vzhledem ke spojitosti trajektorii znamena
Xi11j0,7,[ = X2y, P-skoro jisté,

tudiz také 7 < 1. Opacénd nerovnost se dokaze symetricky. Q.E.D.
Dtkaz véty 5.2. Jednoznac¢nost plyne z véty 5.1, dokazme existenci kladouce
opét to = 0. Pro N € N, N > 1, polozme

( b(t,x), t>0, [|z|| <N,
by (t,x) = b(t,x)<2— ”iN”) t>0, N <[] <2N,
L0 jinde
a
(O'(tvx>7 tZO? ||x||§N7
on(t2) = 4 ot 0)(2 - ”iN“) t>0, N <|lz]| < 2N,
[ 0 jinde.

Piimym vypoctem se snadno ovéri, ze by, on jsou omezené funkce vyhovujici pred-
pokladu (IT) z véty 2.1, tedy

lox(t,2) = b ()l V lon (tw) = on(ty)ll < Knllz —y]

pro néjakou konstantu i y (zavislou na N) a vSechna ¢t > 0, x,y € R™. Podle véty
2.1 tudiz existuje (pravé jediné) feseni X tlohy

dXN:bN(t,XN)dt-I-UN(t,XN)dW, XN(O):QO.
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Definujme markovské ¢asy 7y, N > 1, predpisem
v = inf{t > 0; || Xn(t)|]| > N}.

JelikoZ ziejmé by = byr, on = oy na Ry x {||z]] < N}, kdykoliv M > N, implikuje
tvrzeni 5.3, ze
XN]'[O,TN[ = XMl[O,TN[ P-skoro jisté (13)

pro vSechna M > N a posloupnost {7x}3_; je neklesajici. Polozme

¢ = lim TN,

— 00

pak je ¢ markovsky c¢as a vzhledem ke spojitosti trajektorii procesi Xy je € > 0
P-skoro jisté. Diky (13) lze korektné definovat

X(t,w)= lim Xy(t,w), 0<t<e(w),

— 00

pro skoro vSechna w € (2. Filtrace (.%;) spliuje (UC), miZeme tudiz proces X
dodefinovat tak, aby byl progresivné méfitelny, mél spojité trajektorie a ¢ > 0 na
2. PovSimnéme si, 7e specidlné X (t,w) = Xy (t,w) pro 0 < t < 7ny(w) a P-skoro
v8echna w. Je-li e(w) < o0, je nutné 7y (w) < oo a podle definice Tn

X (v (W), w)|| = [Xn (v (W), w)|| = N,
proto

limsup || X (¢,w)|| = +o0.
t,/e(w)

Zvolme nyni t > 0, N € N libovolné pevné, vzhledem k definici by, o, 7n snadno
ovéfime, ze X Fesi ulohu (1), (2) na [0, 7n], nebot

X(t/\TN):XN(t/\TN)

:w/o " bN(s,XN(s))ds+/0 7 on (s, X (s)) d1F(s)
:¢+/0 - b(s,X(s))ds+/0 " (s, X(5)) AW (s);

odtud uz nahlizime, Zze (X, ¢) je lokalni FeSeni.

Nakonec, predpoklddejme, Ze je splnén i predpoklad (I). VSimnéme si, Ze potom

téz
sup [[bn (t,@)[] V sup [lon (t,2)|| < K. (1 + [|2])
NEN NEN
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pro v8echna t > 0, € R™, to jest, by a on vyhovuji pfedpokladu (I) s konstantou
nezavislou na N. Zvolime-li T > 0 a p € [2,00[ libovolnd pevna tak, aby ¢ €
LP(£2;R™), pak podle véty 2.1 plati

E sup [[Xn()|” < C*(1+Elel”)
0<t<T

s konstantou C*, zavislou jen na K, T a p (nikoliv tedy na N), a proto

P{e <T} <P{ry <T} =P{ sup || Xn(t)]> N}
0<t<T

1 C*(1+ E|l¢]|P)
< —E Xn()]P < .
S B S [ Xn(@)[” < N
Limitnim prechodem N — oo odvodime
P{e <T} =0; (14)

platnost (14) pro libovolné T' > 0 implikuje
P{e = +o0} = 1.
Specialné, 7y — oo skoro vsude a vzhledem ke konstrukci procesu X dostaneme

sup || Xn(t)|| ——— sup [|X(¢)]] P-skoro jisté,
0<t<T N—oco 0<i<T

takze diky Fatouovu lemmatu

E sup || X(#)|]P <liminfE sup || Xn(8)||P <C* (1 + E||g0||p),
0<t<T N—oo  0o<t<T

coz dokazuje odhad (10). Q.E.D.

Priklad 5.3. Bud W jednodimensiondlni (.%;)-Wienertv proces a 0 : R — R
lokalné lipschitzovska funkce. Podle véty 5.2 pro kazdou .Z#y-méritelnou nahodnou
veli¢inu ¢ existuje jediné lokalni FeSeni (X, ¢) stochastické diferencidlni rovnice

dX =o(X)dW, X(0)=¢ (15)
s nulovym driftem. Lze ukazat, 7e (nezavisle na rtstu o!) je toto feSeni vzdy globélni,

e = +oo P-skoro jisté. H.P. McKean piedlozil nasledujici diikaz tohoto faktu:*>
feSeni X tlohy (15) je spojity lokalni martingal, tudiz

X, :§+B</Ot02(Xs)ds)

45Viz jeho knihu Stochastic integrals, Academic Press, New York 1969, §3.3.
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pro néjaky Wienertiv proces B, jehoz trajektorie vSak nemohou jiti do nekonec¢na
v konecném case. Intuitivné jde o velmi presvédc¢ivy argument, ale samoziejmé
nerigorosni, jezto dusledek 4.3 nelze a priori uziti na martingaly s kone¢nou dobou
zivota. Jak predvedenou tivahu jednoduse precisovati, nevim.*6

Predpoklad linearniho ristu mé jen omezené uziti. Ukazme si proto methodu
(jiz predlozil R. Z. Chas’minskij, 1960) umoznujici nalézti dosti obecné postacujici
podminky pro neexplosi. Nejprve zavedme potfebné oznaceni: pro h € % 2(R; X
R™) definujme funkci Lh : Ry x R™ — R predpisem

(Lh)(t,x) = = Tr(o(t,x)*D2h(t,x)o(t,x))+(b(t,x), D h(t,z))

2 m

. 92h o

N = N

i=1 t

t>0, 2 €R™, kde a(t,z) = o(t,z)o(t,x)*. (Pfipomeiime, Ze D h(t,z), D2h(t,x)
zna¢ime prvni a druhou Fréchetovu derivaci funkce h(t,-) v bodé x.)

Véta 5.4. Necht jsoub: Ry xR — R™ a0 : Ry X R™ — M, «,, borelovské
funkce vyhovujici predpokladim (I11), (IV) véty 5.2. Nechtto € Ry a ¢ : 2 — R™
je Fu,-méritelnd funkce, El|¢||? < oo. Bud (X,¢) lokdlni Feseni ilohy (1), (2).
Predpoklidejme, Ze existuje funkce V € €1 2(Ry x R™) spliujici:

(i) V>0 na [ty,00] x R™,
(ii) gr = inf V(t,z) —— +o0,
t>ty — 00
lll|>R
(iii) EV (o, ) < 00,
(iv) existuje ¢ > 0 tak, Ze
oV
(E + Lv) (t,2) < eV (L, )

pro vsechna t >ty a x € R™.
Potom P{a = —I—oo} =1a

EV(t, X (1)) < e“t0EV (g, ), t> to. (16)

46V knize 1. Karatzas, S. Shreve: op. cit., Problem 5.5.3, je to ponechano jako cvi¢eni s navo-
dem, jemuz nerozumim. Ostatni dikazy, které znam, pokud uzivaji disledek 4.3, tak v kombinaci
s jinymi netrividlnimi nastroji, cf. tfeba knihu D. W. Stroock: Markov processes from K. Ité’s
perspective, Princeton Univ. Press, Princeton 2003, Exercise 7.3.10.
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O funkci V' se ¢asto hovofi jako o ljapunovské funkei pro rovnici (1) (podle A.
M. Ljapunova, ktery v osmdesatych letech 19. stoleti uzil analogické postupy pri
vySetfovani stability obycejnych diferencidlnich rovnic).

Piedpoklad ¢ € L2(2; R™) je nadbyte¢ny, je uveden pouze proto, abychom mohli
pouzit vétu 5.2 presné v té podobé, v niz jsme ji dokazali.

Pokusme se vysvétlit, proc¢ je véta 5.4 velmi prirozeny vysledek. Uvazujme deterministicky
pripad o = 0. Jelikoz je funkce b lokalné lipschitzovska, existuje jediné reSeni rovnice

dr = b(t,z)dt, =z(0) ==z € R™, (17)
definované na intervalu [0, 7], kde 7 je ¢as explose. Pfedpoklddejme, Ze jsme nalezli nezipornou
funkei V € €1 (Ry x R™) takovou, ze (A) V(0,x0) > V(t,z(t)) pro 0 <t < 7, (B) V(t,z) — oo
pii ||z|| — oo lokdlné stejnomérné v ¢ > 0. Potom je nutné 7 = co. V opacném pfipadé by totiz
platilo lim sup, ». [|z(t)|| = oo, pro¢ez lim sup, ~, V(t,z(t)) = oo podle (B), coz ale odporuje (A).
BohuZel ovéfit (A) neni snadné, jelikoZ feSeni x obecné explicitné nezndme. Podminka (A) je viak
jist& splnéna, je-li funkce t — V(t,z(t)) nerostouci, specidlng, mé-li nekladnou derivaci. Plati
pritom

d dxj (t)
v am) = 2 () + Z ot 0(0)

= g(t,x(t)) + ; %(t,x(t))bg‘(t,x(t))

= T (talt) + (o 2(0). DaV 1, 2(6)).

povSimnéme si, Ze posledni vyraz vpravo pii ¢ = 0 odpovidd LV (t,z(t)). Pfedpoklad (A) je tudiz
splnén pro libovolné Feseni rovnice (17), pokud

88—‘;(15,3:) + <b(t,x),DIV(t,x)> <0 (18)

pro viechna t > 0, * € R™. Leckdy je vyhodné ovérovati (18) ndsledujicim postupem: nalezneme
V tak, aby ~

oV _ _

E(t,x) + <b(t,x),DIV(t,x)> < cV(t,x)
pro né&jaké ¢ > 0, potom ljapunovska funkce V(t,z) = e =tV (t,2) spliiuje (18).

Dikaz véty 5.4 je zaloZzen na identické myslence, toliko misto vzorce pro derivaci slozené funkce
uzijeme Itéovu formuli.

Dukaz. Ji7 jsme zminili, 7e lze piejit k pripadu ¢ = 0: Polozme U(t,x) =
e~V (t, ), podle piedpokladu (iv) dostaneme
8U —ct m
<§ +LU) (t,x) <e ' (=cV(t,x) +cV(t,x)) =0, t>1ty, x€R".  (19)

Checeme spocisti U(t, X (t)) podle Itdovy formule; jelikoZ zatim nemutzeme vyloudit,
ze X exploduje v konecném case, vyzaduje aplikace Itéova lemmatu jistou ostrazi-
tost. Necht je LU funkce definovand analogicky k LU, ale pomoci koeficientu by,
on, zavedenych v dikazu véty 5.2, to jest,

(LNU)(t,z) = %Tr(JN(t,x)*D?CU(t,x)JN(t,x))—|-<bN(t,x), D,U(t,x));
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zjevné LU a LyU splyvaji na mnoziné By = Ry x {||z|| < N}. Budte Xy, v
procesy a markovské ¢asy zkonstruované v témze diikazu; specialné tedy X (¢,w) =
Xn(t,w) a || X(t,w)|| < N pro tg < t < 7n(w), navic || X(7n)|| > N na mnoZiné
{Tn < o0}. Zvolme t >ty a N > 1 libovolné pevné. Proces X ma stochasticky
diferencial, podle Itéovy formule

Ut AN, X(EATN)) = Ulto, ) = Ut Aae, Xn(t A 7)) — Ulto, )
= /t ATN (%—Z_I_LNU) (S,XN(S))ds+/t ATN DU (s, Xn(s)) o (s, Xn(s)) AW (s)
U

= /tt/\TN (g —|-LU) (s, Xn(9)) ds-l—/tt/\TN D, U(s,Xn(s))*o(s, Xn(s))dW (s),

posledni rovnost je ovsem okamzitym dusledkem definice funkce oy, markovského
casu 7n a rovnosti LU = LyU na Bpy. Integrand prvého integralu vpravo je ne-
kladny podle (19). Déle, predpoklady (IIT) a (IV) zaru¢uji omezenost funkce o na
omezenych mnozinach, to spolu se spojitosti D, U implikuje

E/t Loy () [ DaU s, Xnr(5)) 70 (s, X ()] s

<t sup HDQJU(S,z)*a(s,z)H2 < 00.
toSSSt
I=I<N

Vysettovany stochasticky integral ma tedy nulovou stfedni hodnotu a
EU(t A7, X(tATNn)) — EU(tg, ¢) < 0.
Uvazme, 7e V > 0 a e “(ATN) > e—ct odtud
EV(tATN, X(tATN)) < eCUTEV (1, ). (20)
Podle predpokladu (i) véty jest ziejmé

EV(EATN, X(EATN)) = ELiry <y VIrn, X(T8)) + ELpry sy V(E, X (1))
Z El{TNgt}V(TNv X(TN))
> qnP{Ty <t}

takze

cll=to) EV/ (¢
Ple <t} <Plry <t} < ; tod)  New
N

Limitnim pfechodem N — oo s pfihlédnutim k predpokladu (ii) odvodime P{e <
t} = 0. Protoze t > ty bylo libovolné, jest P{z = +00} = 1, tedy 74 — oo skoro jisté
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a odhad (16) plyne z (20) limitnim pFechodem N — oo uzitim Fatouova lemmatu.
Q.E.D.

Pf#iklad 5.4. a) Uvazme rovnici (1), (2) s koeficienty spliiujicimi predpoklady
(III) a (IV) z véty 5.2. P¥edpoklddejme existenci konstanty K; < oo takové, zet”

lo(t, )] < Ky (1 + ||l=]]),
<b(t,x),a}> < Kﬁ(l + ||:B||2) (21)

plati pro v8echna ¢t > 0, € R™. Necht E||p||”? < oo pro néjaké p > 0. Potom pii-
rozend volba V(x) = (14 ||z||?)P/? vede k ljapunovské funkei splitujici pfedpoklady
véty 5.4. Ziejmé staci ovéfit pouze piedpoklad (iv). JelikoZ

DV () = p(1+ [2|P)E L, D2V () = plo=2) (1 ) E 2w +p(1-+ o)) 1,
dostaneme snadno

LVt a) = %Tr(a(t, ©) D2V (x)o(t,x)) + (b(t, z), DV(x))

IN

%IIU(t,x)*IIIIDQV(x)IHIU(t,93)|| +p(L+ || 21 b(t, @), )

IN

1_ . P
S+ e DPID*V (@) + pRy(1 + [l]%)2
< o1 + 2]?)f = eV (2)
pro né&jakou konstantu ¢ = ¢(Ky, p). Refeni tlohy (1), (2) je tudiZ globaln{ a splituje

El| X (1)||P < e<UIE(1 + ||¢||2)p/2, t > to.

b) Funkce b jisté vyhovuje pozadavku (21), pokud spliiuje pfedpoklad linearniho
ristu (I), opak rozhodné neplati. Pro jednodimensionalni tilohu (m = 1) nerovnost
(21) prechazi v nerovnost

b(t,z)r < Ky (1 +2?), (22)

jez je jisté splnéna, pokud b vyhovuje predpokladu jednostranného linearniho ristu,
to jest, existuje K, < oo tak, Ze pro vSechna ¢ > 0

b(t,r) < Ky(x+1 rox > 0,
(t,x) < Ky(x +1) p } (23)

b(t,x) > Ky(x —1) proax <O0.

47V deterministickém piipadé (¢ = 0) znamend nerovnost (x(t), #(t)) = (z(t), b(t, z(t))) < 0, ze
cosinus thlu mezi privodi¢em x(t) a rychlosti ©(t) v ¢ase t je nekladny, tedy z(t) a z(t) sviraji tupy
(nebo pravy) thel. Intuitivng, predpoklad (x,b(t,z)) < 0 lze vyjadfit slovy: “drift tdhne v kazdém
bodé x feseni zpét k podatku”. Méné restriktivni podminka (21) pak miZe byt interpretovina tak,
ze v Zadném bodé nesmi byt thel mezi radius-vektorem a rychlosti “prilis ostry”.
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(Za predpokladi (IIT), (IV) je b omezena na libovolnémém okoli nuly stejnomérné v
t > 0; v tom piipadé se snadno nahlédne, Ze (23) a (22) jsou dokonce ekvivalentni.)
Ku piikladu, (22) je splnéno pro polynom lichého stupné s negativnim vedoucim

koeficientem,
2k+1

b(x) = Z aja:j, aops1 < 0.
=0

(Vskutku, b(z)r = azes 12212 + B(x), piicemz B je polynom nejvyse 2k + 1-tého
stupné, proto b(x)xr — —oo pii || — oo, a to jiz (22) implikuje.) Specidlné t¥eba
feSeni rovnice

dX = —X?dt + dW, X, =¢, (24)
(kde W je redlny Wieneriiv proces) je globalni, ackoliv jeji drift b(x) = —a3, 2 € R,
ziejmé nesplnuje predpoklad linedrniho ristu. Poznamenejme ovSem, ze existenci
globalnich feSeni jednoduchych rovnic, jako je (24), mize byt nejsnazsi ovéfit primo:
je-li E|¢]? < 0o, pak lze uziti vétu 5.4 s volbou V(z) = 1 + 22, jeito

LV(z)=1-22" <1+2%=V(x).

c) Pokud je regularisujici efekt driftu dostatecné silny, lze uvaZovat i difusni
koeficienty rostouci rychleji nez linearné. ReSeni jednodimensionalni rovnice

dX = =Xk dqr + XUdw,

kde k,1 € N, jsou globalni, pokud k£ + 1 > [, jak plyne volbou ljapunovské funkce
V(z) = (1+2?)* s a €]0,1[. Tedy nap¥iklad rovnice

dX = —X%dt + X3dw

ma vSechna feSeni globalni.
d) Pro koeficienty b a o spliujici (III), (IV) uvazujme nasledujici omezeni na
rust: existuje K, < oo tak, ze pro vSechna t > 0 a x € R™ jest

Ib(t. )] < 5, (1 + [l 1og* [J]). } (25)

lo(t, 2)I* < K (1 + [Jao]|* log™ ][

(Jako obvykle, log™ ¢ znadi kladnou ¢ast logarithmu ¢.) Necht Elog(1 + ||¢||?) <
0o. Potom funkce V() = log(1 + ||x]|?) splituje piedpoklady véty 5.4. Podminka
(25) neni dilezitd sama o sobé, ale R.Z. Chas’minskij ukézal, Ze nemize platit
zadné podstatné lepsi kriterium neexplose, jez by zaviselo jen na ristu koeficientii:
piipustime-li drift b takovy, Ze (b(t,x),x) > ||z[|?log'™*(1 + ||z||?), anebo difusni
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koeficient o takovy, 7e ||o(t, z)||? > B(1+||z]|?) log" ™ (1+||z[|?) pro n&jaka B, e > 0,
pak uZ je mozné, aby viechna feSeni (1) méla jen konecnou dobu Zivota.*®
e) Uvazme rovnici formalné zapsanou

i+ x=p(l—2*)i+ow (26)

kde p > 0, tecka opét (ve shodé s tradici ve fysice) znaci derivaci podle ¢asu a w
je “bily Sum”, formélni derivace Brownova pohybu. (Rovnice (26) je znadma jako
van der Poltiv oscilator s bilym Sumem intensity o. Jeji deterministicka verse byla
navrzena ve 20. letech minulého stoleti jako model pro oscilace v elektrickém obvodu
s triodou a nasla i ¢etné dalsi aplikace.) Rigorosné jde o systém

dX =Ydt
dY = [-X 4+ (1 = X*)Y]dt + o dW

s realnym Wienerovym procesem W. Polozme

2
1
Vi) =g ksl s e R
Potom
0.2 0.2 0.2 y2
(2)= 5 +ull—2)y” < 5 +py” < A v

<2uV(z), z=(x,y)* € R?,

takze vSechna FeSeni rovnice (26) jsou globalni.

Priklad 5.5. Véta 5.4 je dillezitd sama o sobé, ale zapamatovanihodnd je zv1asté methoda jejiho
dikazu, jiz je mozno pouzit i v situacich, kdy predpoklady véty 5.4 nemusi byti presné splnény.
V tomto prikladu to naznacime pro stochastické nelinearni oscilatory, pro néz lze neexplosi casto
ukézat volbou energie (deterministického) oscildtoru jako ljapunovské funkce. Zatimco véta 5.4
nemusi byt primo aplikovatelnd, myslenku jejiho dtkazu lze uziti takika beze zmén.

Vysetiujme rovnici

4+ h(z,z) + g(z) = o(z, ) w,

to jest rigorosné

dX(t) =Y (t)dt, } (27)

dY'(t) = [-h(X (1), Y (t)) — g(X ()] dt + o(X(t), Y (£)) dW (),

48Pyislugné vysledky lze nalézti v knize P. 3. XacoMmunckuii: Yemotinvusocms cucmenm Quppe-
PEHYUAALHBLE YPABHEHUT NPU CAYUAGTHE 803MYW,eNuTT ur napamempos, Hayra, Mocksa 1969,
§I11.4. (Existuje anglicky pieklad: R.Z. Has'miskil: Stochastic stability of differential equations,
Sijthoff & Noordhoff, Alphen aan den Rijn 1980.)
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kde W je 1-dimensiondlni Wienerav proces, h,o : R X R — R lokalné lipschitzovské funkce a
g € €'(R) je funkce takova, ze jeji primitivni funkce

G(s) = /05 g(r)dr, s€eR,

je zdola omezend na R; zZadné jiné rustové predpoklady o g necinime. Bez jmy na obecnosti
muzeme predpokladat, ze G > 0 na R. Uvazujme ljapunovskou funkci

1
U(v) = 5y* + G(2), v=(r,y)" €R.

Rovnice (27) mé pfirozenou interpretaci jako rovnice stochastického nelinedrniho oscildtoru, funkce
U pfitom odpovida energii jeho deterministické verse (¢ = 0). Pro jednoduchost zadejme pocatecni
podminky deterministické. Podle véty 5.2 jisté existuje lokalni ¥eseni ((X,Y)*,e) tlohy (27).
Majice na zreteli, ze X (t) = X(0) + fot Y (s)ds, a tedy Ze komponenta X nemiZe explodovat v
konecném case, pokud Y existuje globalné, snadno mtzeme uzptsobit dikaz véty 5.4 a odvodit
nasledujici tvrzeni:

Existugi-li konstanty A1, A2, A3 € [0,00[ a v € ]0,2[ tak, Ze
LU(v) € A1 + A2U(v) + Aslz|” (28)

pro kazdé v = (x,y)* € R?, pak ¢ = +00 P-skoro jisté.

Podminka (28) je speciilné splnéna, pokud je ¢ omezena funkce na R2 a
yh(z,y) > —B1 — Ba(|z|" + y?) (29)

pro né&jaké konstanty B, Bs € [0, 0] a viechna v = (z,y)* € R%. Vzhledem k tvaru rovnice (27)
a definici operatoru L jest totiz

22U
Oy?

LU@) = 30%(0) 53 (0) + 5 (0) = [(0) + ()] 5 (0

1
2
1 2
= 50’ (v) — yh(z,y)
1
< 5 Sup 02 + By + Baz|" 4+ 2B2U(v).
Podobné se ovéri, ze
1
yh(z,y) > —C1 — C2U(v) + 502(1))
pro néjaké konstanty C1,C3 € [0,00[ a viechna v = (z,y)* € R? je postacujici podminka pro

platnost (28).
Vratme se k van der Polové rovnici

i+ xtved +p(a? —1)E =ow (30)
su>0,v>0a0#0. Potom G(z) = 22/2+ vzt /4 > 0, h(z,y) = p(x? — 1)y, tudiz

yh(z,y) = p(a® —1)y* > —py?
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a (29) je splnéno; rovnice (30) mé tedy globdlni feseni. Podobné jsou feseni rovnice (nelinedrni
oscildtor s tlumenim)
z+ f(z)zr+ g(x) = oz, z)w
globalni, je-li ¢ omezena funkce a f nezaporna lokalné lipschitzovska funkce, f > 0 na R. Jest
totiz yh(z,y) = f(x)y? > 0 a (29) je opét splnéno.
Zcela analogicky lze vySetfovat rovnici v R™

2+ h(z,z) + DG(z) = o(z, )w,

s n-dimensionalnim Wienerovym procesem, kde h : R™ x R™ — R™, ¢ : R™ X R™ — M xn

jsou lokdalné lipschitzovské funkce, potencial G € %Z(Rm) je zdola omezeny a DG znadi jeho

Fréchetovu derivaci.*?

Poznamka 5.4. Podle dosud uvedenych priklad by se mohlo zdat, Ze o exis-
tenci globélnich feSeni rozhoduje drift (“deterministicka ¢ast”) a ndhodné fluktuace
(representované Wienerovym procesem) situaci jenom “nesmi kazit”. Tak tomu sice
mnohdy je v prikladech pripoustéjicich aplikaci methody ljapunovskych funkci, ale
ve skutecnosti je vztah mezi koeficienty rovnice a neexplosi daleko komplikovanéjsi,
jak ukazuje nasledujici vysledek:® Bud W 2-dimensionalni Wieneriiv proces, lze
dokazat, 7ze

a) existuje b € ¢°°(R?*;R?) (specialné je tedy b lokalné lipschitzovska) tak, Ze
pro kazdé zg € R? feeni rovnice

dz(t) _ _
- b(Z(t)), Z(0) =z

exploduje v konecném case, ale feseni stochastické rovnice
dZ(t) =b(Z(t))dt + kdW(t), Z(0)= zg

existuje globalné pri libovolném x > 0;
b) existuje h € €>°(R?;R?) tak, Ze pro kazdé zp € R? a libovolné x > 0 Fesent
roviice

dZ(t) = h(Z(t))dt + kAW (1), Z(0) = 2

exploduje v konecném case, ale feseni rovnice

dz(t) _ _
—3 - =hZ1), Z0) =z

existuje globalng; dokonce lim;_. ., Z(t) = 0 stejnomérné v z, € R2.

49V ysledky uvedené v piikladu 5.5 jsou obsazeny v praci L. Markus, A. Weerasinghe, Adv. in
Appl. Probab. 25(1993), 649-666.

50Je prevzat ze &lanku M. Scheutzow, Stochastic Anal. Appl. 11 (1993), 97-113, ve kterém se
lze seznamit s podrobnostmi.
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Poznamka 5.5. Vysledky z druhé a paté kapitoly lze snadno rozsitit na rovnice
s ndhodnymi koeficienty b: 2 x Ry x R™ — R™, 0 : 2 xRy X R™ — My %0,
pokud jsou b a o A4 @ B(R™)-métitelné funkce, splitujici predpoklady (I), (II) etc.
pro kazdé w € (2 s nenahodnymi konstantami.

Obecnéji, lze uvazovat naptiklad rovnice tvaru

dXt = b(t, X) dAt + O'(t, X) th,

kde A je (spojity) proces s trajektoriemi lokédlné konefné variace, M je (spojity)
lokéalni martingal, b, o jsou ndhodné funkciondly procesu X (v jistém smyslu za-
chovavajici progresivni métitelnost). Za predpokladii typu lipschitzovskosti lze opét
ukazat existenci a jednoznacnost feSeni, aniz by dikazy vyzadovaly podstatné nové
myslenky.?!

Odbocka pro milovniky Girsanovovy véty. Existuji hluboké vysledky o existenci a jed-
noznacnosti feSeni rovnic, jejichz koeficienty nejsou ani lokalné lipschitzovské. Dikazy téchto vét
vsak zpravidla vyzaduji postupy vymykajici se zna¢né rameci této prednasky. Pro ilustraci si od-
vodime jenom jeden partikularni vysledek ukazujici, Ze stochastické diferencidlni rovnice mohou
miti v jistém smyslu daleko regularnéjsi chovani, nez jejich deterministické protéjsky. Budeme pii
tom vsak potfebovat Girsanovovu vétu, jejiz znalost jinak v této kapitole nepredpokliadame.

Necht je b : R — R lok4lné omezend borelovskd funkce. Bud B jednodimensiondln{ (.%;)-
Wienertiv proces definovany na néjakém filtrovaném pravdépodobnostnim prostoru (2, Z, (%), Q).
Zvolme x € R a T > 0 libovolné pevné, polozme

t 1 t
Xt =B+, Gt:exp</ b(XS)dBS—E/ |b(X5)|2ds>, 0<t<T.
0 0

Je zndmo, %e (G¢) je lokdlni martingal a supermartingal. Pfedpoklddejme, Ze (G:) je dokonce
martingal, to jest

/ GrdQ = 1. (31)
(P4

Potom je podle Girsanovovy véty proces
t t
Wt:Bt—/ b(XS)ds:Xt—:c—/b(Xs)ds, 0<t<T, (32)
0 0

(Z+)-Wienertv proces na pravdépodobnostnim prostoru (2, %, P), kde dP = G dQ. Pfepsavse
(32) ve tvaru
t
Xt:x—i—/b(Xs)ds—i—Wt, 0<t<T, (33)
0
nahlédneme, %e jsme vlastné ukdzali: plati-li (31), pak existuji stochastickd base (2, %, (%), P),

(Zt)-Wienertv proces W a (.%#)-progresivné méfitelny proces X vyhovujici rovnosti (33). Tento
fakt vyjadiujeme slovy, Ze za pfedpokladu (31) mé tloha

dX; = b(Xt)dt+th, Xo ==, (34)
51V4zn4 zdjemkyné & vazny zdjemce mohou konsultovat napi. knihy M. Métivier: Semimar-

tingales: a course on stochastic processes, de Gruyter, Berlin 1982, kapitola 8, nebo P. Protter:
Stochastic integration and differential equations, Springer-Verlag, Berlin 1990, kapitola V.
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slabé Teseni. (Naopak, pokud pro kazdou stochastickou basi (2, %, (Z:),P) a libovolny (%;)-
Wienertv proces W existuje (#;)-progresivné méfitelny proces X splitujici (33), pak pravime, Ze
tloha (34) m4é silné feSeni. V této terminologii tedy véty 2.1, 5.2 a jejich varianty hovoi{ o existenci
silnych feSeni.) Aby se jednalo o uzite¢ny vysledek, je tfeba vyjasnit, kdy je splnén predpoklad
(31). Tak je tomu kupiikladu, pokud®?

/Qexp <% /OT |b(Xs)|2ds> dQ < s (35)

(tzv. Novikovova podminka) nebo

36>0 sup / exp (8]b(X¢)[*) dQ < oo. (36)
o<t<TJ0

Obé& podminky (35), (36) jsou ofividné splnény, je-li b omezend funkce. Je-li b funkci nejvyse
linearniho ristu,

b < L(1+yl), veR,

nahlédne se snadno, ze (36) je splnéna pro § < (4L%2T)~1, jelikoz X; mé gaussovské rozdéleni se
stfedni hodnotou = a varianci t.
Shrnuto:

Je-li b: R — R borelovskd funkce nejvyse linearniho ristu, potom pro libovolné r € R
existuje slabé resent ulohy (34).

To je ponékud prekvapivé, protoze odpovidajici deterministickd rovnice
dX =b(X)dt

Feseni miti nemusi, neni-li b spojita. Vskutku, definujme

1 <0
b[)(y) = { 71 y ; 07 (37)
5 Yy -

Potom je bg dokonce omezend nerostouci funkce, ale rovnice
dX =bo(X)dt, X(0)=0 (38)

nem4 ani lokdlni fefeni. Pfedpoklddejme pro spor, Ze X : [0, 7[ — R je pro né&jaké T > 0 feSenim
(38), tedy

t
X(t) = / bo(X(s))ds, 0<t<r
0
Ziejmé& X = 0 feSenim byt nemiZe, nebot pak by platilo
t
OZX(t):/ bo(0)ds=¢t, 0<t<T.
0

Pokud existuje t1 € ]0, 7[ tak, ze X (¢1) > 0, pak poloZzime

T:inf{s >0; X >0 na]s,tl]}

52Uzivana fakta o Girsanovové transformaci lze nalézti v I. Karatzas, S. E. Shreve: op. cit.,
§3.5. Fakt, Ze podminky (35) a (36) jsou postacujici pro platnost (31), dokdZeme v kapitole 7.
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a dostaneme
0< X(t1) =X(t1) — X(r) = /tl bo(X (v))dv=—(t;1 —r) <0,

protoze X (r) = 0 diky spojitosti funkce X a prfedpokladu X(0) = 0. Analogicky vyvodime spor z
predpokladu X (t2) < 0 pro néjaké ta € ]0, 7[.

Vratme se k rovnici (34). Dtilezita véta Yamada-Watanabeho®? ukazuje, 7e tiloha (34) m4 silné
feSeni, m4-li slabé Feseni, které je uréeno jednoznac¢né v nasledujicim smyslu: Jsou-li (2, F, (%),
P,W,X) a (2,Z,(ZF:),P,W, X) dvé slaba fedeni (34), definovans na témze filtrovaném pravdé-
podobnostnim prostoru a s tymz Wienerovym procesem, pak P-skoro jisté X; = X pro kazdé
0 <t < T. To zfejmé plyne z lokdlni lipschitzovskosti b, ale jednoznacnost miZeme dokazat i
predpokladajice pouze, Ze b je omezend nerostouci funkce. Uvédomme si, Ze funkce b je nerostouci,
pravé kdyz (r — s)(b(r) — b(s)) < 0 pro vSechna r, s € R. PonévadZ

X0 = %)= [ X)) =W (o)} s,

dava aplikace Itoovy formule

0< (X(t) - X(8)? =2 / (X(s) = X () {b(X(5)) = B(X(s))} ds < 0,

odtud uz jednoznacnost plyne.
Je-li tedy bg funkce definovand predpisem (37), m4 rovnice

dX = bo(X)dt +dW, Xo =0,

(pravé jediné) silné reseni.

Na z4vér podotknéme, Ze uvedeny existencéni vysledek pro rovnici (34) zlistdva evidentné v
platnosti i v m-dimensionalnim pfipadé, kdy x € R™, W je m-dimensionalni Wienertv proces
ab:R™ — R™ je borelovska funkce vyhovujici prfedpokladu linearniho rtstu. Jednoznacnost
plati, pokud

m

<b(y) —b(z),y — z> = Z(bl(y) — bi(z))(yi —z) <0, y,zeR™.
=1

53Pfesné znéni je uvedeno v I. Karatzas, S. E. Shreve: op. cit., Corollory 5.3.23.
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6. RESENT JAKO MARKOVSKY PROCES

A. Motivace. Uvazujme homogenni markovsky fetézec® (X,,) se spocetnym sta-
vovym prostorem S, to jest S-hodnotovy ndhodny proces s markovskou vlastnosti:
pro vSechna n >0, 7,4,4p_1,...,79 € S plati

P(Xnt1 =] Xo =i, X1 = in1s... . Xo = o) = P(Xop1 = j| X =1); (1)

to jest, stav procesu v ¢ase n+1 je za podminky znalosti stavu v ¢ase n nezavisly na
stavech v minulosti (v ¢asech n—1,...,0). Rozdéleni procesu (X;) je aplné popsano
pravdépodobnostmi prechodu

pij =P(Xnp1 =j| Xn=1i) =P(X1 = | Xo=1)

(druh& rovnost je vyjadienim homogenity Fetézce), jezto z markovské vlastnosti
ihned plyne

P(Xn+m =J ‘ Xn = Z) = Z PijiPjija " " Pim_1j-
Juseim—1€8

Matice (p;j)ijes je stochasticka: p;; > 0, Zjespij = 1 pro vSechna i,j € S.
(Jinymi slovy, pro vSechna i je (p;;);es pravdépodobnostni mira na S.)

Jak znadmo, markovské fetézce jsou velmi uzitecné pri modelovani mnoha real-
nych jevi, mimo jiné proto, ze markovska vlastnost umozinuje dokazat silné limitni
véty. Analogickou theorii 1ze vybudovat i pro procesy se spojitym casem a obec-
nym stavovym prostorem. V této kapitole nejprve uvedeme nejzakladnéjsi pojmy
takovéto theorie a ukazeme, Ze je aplikovatelnd na procesy vznikajici jako feSeni
stochastickych diferencidlnich rovnic.

Obdobou markovské vlastnosti (1) pro (.%;)-adaptovany proces X s hodnotami
v méfitelném prostoru (E, &) je rovnost

P(X; € A|Z,)=P(X, € A|X,), 0<s<t, A€, (2)

kde, jak je obvyklé, podminovanim nahodnou veli¢inou X; minime podminovéa-
ni o-algebrou o(X;). Na rozdil od diskrétniho pfipadu vSak markovskéa vlastnost
ve formé (2) obecné nezarucuje, Ze existuje rozumné obdoba prechodové matice;
existenci prechodové pravdépodobnosti je tfeba zahrnout do definice markovského
procesu. Intuitivné, prechodova pravdépodobnost na méfitelném prostoru (F, &)
by méla byt funkce P s interpretaci

P(t,x,A) = Pravdépodobnost{Xt € A, pokud Xy = x}, reE, Ae&. (3)

5474kladni poufeni o markovskych Fetézcich se spocetné mnoha stavy lze naferpat ze skripta
Z. Praskova, P. Lachout: Zaklady nahodnych procesi, Karolinum, Praha 1998.
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Vyslovme nasledujici t¥i pozadavky na funkci P:

1° P(t,x,-) je pravdépodobnost na & prot >0 a x € E;
2° P(t,-, A) je &-méFitelna funkce prot >0, A € &;
3° pro0<s<t, xreFEaAcec & plati Chapman-Kolmogorovova rovnost

P(t,z,A) = / P(t—s,z,A)P(s,x,dz).
E

Pozadavek 1° je ziejmy vzhledem k interpretaci (3), 2° piisobi jako rozumné slaby
predpoklad o méritelné zavislosti na pocate¢nim stavu. Chapman-Kolmogorovova
rovnost pak je odrazem markovské vlastnosti: chovani v budoucnosti zavisi jen na
soucasném stavu, nikoliv na vyvoji v minulosti, nebot stav v ¢ase t je podle pravé
strany Chapman-Kolmogorovovy rovnosti jednozna¢né urcen stavem v okamziku
s (popsanym pravdépodobnosti P(s,z,-)) a nezavisi na vyvoji systému v Casech
u € [0, s[.

Necht specidlné E = Z, polozme p;;(t) = P(t,1,{j}), ¢, € Z. Potom 1° pfechézi v p;;(t) > 0,
Zj pij(t) = 1, 2° je splnéno trividlné a 3° nabyva tvaru Zj Pij(t)pie(s) = pir(t + s); tedy
(pi;(t)) mé vlastnosti pfechodové matice (homogenniho) markovského fetézce se spojitym casem.
Pozadavky 1°—3° jsou pfirozenym rozsifenim téchto vlastnosti na nediskrétni stavové prostory.

Uvazujme stochastickou diferencidlni rovnici
dX =b(X)dt + o(X)dW. (4)
Intuitivni predstavé (3) odpovida definice
P(t,z, A) = P{X¥(t) € A}, (5)

kde XV je feSeni tlohy (4) s poc¢ateéni podminkou X¥(0) = y € R™. UkdZzeme, 7e
takto definovana funkce je prechodova pravdépodobnost s vlastnostmi 1°—3°, feseni
rovnice (4) maji markovskou vlastnost a jejich (podminénd) kone¢nédimensionalni
rozdéleni jsou popsana pomoci piechodové pravdépodobnosti P. Budeme pritom
uvazovat — vzhledem k zamyslené aplikaci na neautonomni stochastické diferencialni
rovnice — i nehomogenni piipad.>

Zformulujme na ukédzku jeden hluboky vysledek o limitnich vlastnostech rovnice (4), k jehoz

formulaci i dikazu je nutna theorie markovskych procest. Predpokladejme, Ze prechodova prav-
dépodobnost P definovand vztahem (5) mé nasledujici vlastnosti:

(A) irreducibilita: P(¢,z,U) > 0 pro viechna t > 0, x € R™ a kazdou otevienou mnoZinu
U#£DvR™,
B) silna fellerovskost: x —— P(t,x,C) je spojita funkce na R™ pro vsechna t > 0 a kaZzdou
» Ty Je spoj p
borelovskou mnozinu C C R™.

55To jest takovy, v ném# prechodovd pravdépodobnost zavisi nejen na po&itednim stavu, ale i
na case, v némz byl tento stav zadan.
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Pro borelovskou miru g na R™ polozme
Pru(a) = [ P(to,4) du()
]Rm

Je-li X feseni (4) a p rozdéleni pocate¢ni podminky X (0), pak je P;u rozdéleni ndhodné veli¢iny
X(t). Pravime, Ze mira fi je invariantni, jestlize P;*i = i pro vSechna t > 0. Neni slozité ovérit,
7e feSeni X s P o X(0)™! = [ je striktné staciondrni proces. Lze dokézat (G. Maruyama & H.
Tanaka, 1959; R. Z. Chas’minskij, 1960), Ze za predpokladd (A), (B) rovnice (4) pfipousti p¥i
t — oo jen nasledujici dva typy limitniho chovéni:

(i) Existuje rekurentni kompakt K C R™ to jest

P{It<oco X¥Y(t)e K} =1

pro kazdé y € R™. Potom je rovnice (4) rekurentni:
o0
/ 15(XY(t))dt = co P-skoro jisté
0

pro kaZzdou G # ) otevienou v R™ a vSechna y € R™, existuje o-kone¢nd Radonova invariantni
mira i a plati
|P(t,x,A) - P(t,y,A)| P 0
— 00

pro kazda z,y € R™ a libovolnou A C R™ borelovskou (feSeni “zapominaji” na po¢atecni podmin-
ku a limitn{ chovéni na ni nezavisi). Invariantn{ mira je urcena jednozna¢né az na multiplikativni
konstantu (jsou-li @, v dvé o-konefné invariantni miry, pak @ = cv pro né&jaké c > 0), stadi tedy
rozliSovat dva p¥ipady: Je-li p(R™) =1, pak

1 T
sup  |P{X(t) € A} — ji(A4)| —— 0, —/ FX@)dt —— [ fdq

pro viechna FeSeni X rovnice (4) a libovolnou omezenou borelovskou funkci f (limitni chovani je
tudiZ jednoznaéné popsino invariantni pravdépodobnosti). Je-li naopak fi(R™) = oo, potom
P(t,z, K) —— 0
t—oo
pro kazdy kompakt K a vSechna z € R™ (to jest, pro libovolny pocatec¢ni stav = prechodova
pravdépodobnost konverguje slab& k Diracové mire sedici v “nekonecnu”).

(ii) Rovnice (4) je transientni: || X *(t)|| — oo pfi t — oo pro vechna z. V takovém piipadé
neexistuje konec¢na invariantni mira.

Sila uvedeného tvrzeni o dichotomii mezi rekurenci a transienci vynikne, uvédomime-li si, Ze
jde vysledek ¢isté pravdépodobnostni: Zddna analogickd klasifikace limitniho chovani rovnice (4)
nemiuze platit v deterministickém pripadé o = 0.

Vratme se k predpokladiim (A), (B). O line4rni rovnici

dX = AX dt + odW

vime, Ze regularita kovarianéni matice o(t,t) pro v8echna t > 0 implikuje (A) (viz disledek 3.4).
Je-li oviem o(t,t) reguldrni, pak

P(t,z,C) = MeMx, o(t,1))(C)
= (Zw)mldet 2. 0) /Cexp <—%<g(t,t)—1(y Aty y— eAtx>> ”
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a plat{ téZz (B). Regularita o(t,t) je pritom déisledkem positivni definitnosti matice oo*. Pro
nelinedrni rovnici (4) je situace obdobné: za pfedpokladu oo* > 0 (tj. positivni definitnosti matice
o(z)o(x)* pro kazdé x € R™) lze ukizat platnost (A) i (B).

Na z4vér si uvédomme, Ze uvedeny vysledek o dichotomii je (netrividlnim) rozsifenim véty zné-
mé pro markovské fetézce. Je-1i totiz markovsky fetézec (se stavovym prostorem Z) nerozloZitelny

(tedy plati-li (A)), pak jsou vSechny stavy bud transientni, anebo jsou vSechny stavy rekurentni

a limitni rozdéleni 7; = lim¢—c pi;j(t) je staciondrnim rozdélenim (tj. invariantni mirou).56

B. Konstrukce markovského procesu. V této ¢asti ukazeme, ze prechodovym prav-
dépodobnostem koresponduji (v jistém smyslu jednoznatné uréené) ndhodné pro-
cesy s markovskou vlastnosti typu (2), jejichz jednodimensionalni rozdéleni jsou
prechodovou pravdépodobnosti popsédna ve smyslu intuitivni predstavy (3).

Definice 6.1. Bud (F, &) méfitelny prostor. Funkce P: Ry X E X Ry x & —
[0, 1] se nazyva prechodovd pravdépodobnost (na prostoru (E, &)), jestlize

(a) provSechna s,t € Ry, s <t ,akazdéx € F je P(s,x,t,-) pravdépodobnostni
mira na &,

(b) pro vSechna s,t € Ry, s < t, a kazdé A € & je P(s,-,t, A) &-mé&Fitelna

funkce,
(¢) pro vSechna s,u,t € Ry, s <u <t, kazdé x € E a vSechna A € & plati

P(s,x,t,A):/P(u,y,t,A)P(s,x,u,dy). (6)
E

Jak jsme jiz uvedli, vztah (6) se nazyva Chapman-Kolmogorovova rovnost.

Je-li & libovolna o-algebra, budeme v dalsim znacit b& vektorovy prostor vSech
omezenych redlnych &-métitelnych funkei.

Poznamka 6.1. Casto budeme uZivat nésledujici elementérni fakt: je-li P pie-
chodova pravdépodobnost na mé¥itelném prostoru (E, &) a g € b(& @ &), pak je
funkce

:Bl—>/g(a:,y)P(s,:B,t,dy)
E

&-méritelna. Dikaz je primocary: jak znamo, diky struktuie soucinové o-algebry
& @ & lze funkci g aproximovat funkcemi tvaru h = Zf\il a;la,«B,, kde a; € R,
A;, B; € &, zbyva uvarzit, ze

N
/Eh(x,y)P(s,a:,t,dy) = ;ai/E]-Ai(*r)lBi(y)P(s’x,tady)

N
= ZOQ].A,L (aj’)P(S,x,t, B’L)
=1

56y ysledky platné pro markovské fetézce lze najiti nap¥. v §3.3 citovaného skripta Z. Pragkové
a P. Lachouta.
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je zfejmé &-métitelna funkce proménné x vzhledem k predpokladu (b) z definice
6.1.

Prvnim cilem je odvodit vyraz pro konecnédimensionalni rozdéleni procesu, jehoz
podminéna rozdéleni jednodimensionalni jsou popsana pirechodovou pravdépodob-
nsoti.

Véta 6.1. Bud P prechodovd pravdépodobnost na méritelném prostoru (E, &) a
Y = (Y})i>s E-hodnotovy (F;)-adaptovany nahodny proces, definovany na filtrova-
ném pravdépodobnostnim prostoru (2, F,(F)i>s, P). Predpokladejme, Ze

P(Y(t) € A|.Z,) = P(r,Y(r),t, A) (7)

pro vsechna s <r <t a A& &. Potom

E(f1(Y(t1)) (Y ‘y)
= /"'/fl(yl)"'fn(yn)P(tn—lvyn—latnadyn)"'P(Tay(r)atlady1>7 (8)
E E
kdykolivs <r <ty <---<t, a fi,...,fn €DE.

Polozme © = P oY (s)™t, pak specidlné plati

P{Y(t1) € By,...,Y(t,) € B, }
:/ / / P(tn—1,Yn—1,tn,dyn) - - - P(s,y0,t1,dy1) dm(yo) (9)
EJB B,

pro libovolnd s <ty < ---<t, a By,...,B, € &.

Poznamka 6.2. Predpoklad (7) znamend, 7e pro skoro vSechna w € (2 je
P(Y(t) € A| %) (w) = P(r,Y(r,w),t, A). Funkce P(r,-,t, A) je &-méfitelnd, pro-
cez P(r,Y(r),t,A) = P(r,-,t, A)o Y (r) je o(Y,)-méfitelnd funkce. Ze (7) tak plyne

P(Y(t)e A|.Z,) =P(Y(t) € A|Y(r)),

predpoklad (7) je tedy zesilenou formou markovské vlastnosti (2). Podotknéme, 7e
integraly ve formuli (8) je tfeba chapati jako iterované a pocitat je tak, jak naznacuji
zavorky v nasledujicim presnéjsim, ale tézkopadném zapise, to jest, od vnitinich k
vnéjsim:

E(fLY (1)) fu(Y(t0)) | Z2)
= /( (/ fn—l(yn—1)</ fn(yn)P(tn_l,yn_1,tn,dyn)>

X P(tn—2ayn—27tn—17dyn—l>> o '>P(T7Y(T)7t17dy1>-
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7 poznamky 6.1 plyne, 7e vyraz vpravo je korektné definovan.
Dukaz. Formuli (8) dokdZeme indukei. Pfedpoklad (7) pravi, Ze

E(f1(Y( / fi(z Y(r),t,dz)

platipro f = 14, A € &. Nebot libovolnou funkci z b&” 1ze stejnomérné aproximovat
linedrni kombinaci indikdtort mnozin z &, plyne odtud ihned platnost (8) pron = 1.
Provedme indukéni krok: necht je jiz (8) ovéfeno pro néjaké n > 1, ukdzeme platnost
pron+1. Zvolme r < t; < ... < tp41, fi €bE, i =1,... ,n+ 1, libovolné pevné.
PoloZzme

fn+1 / fn+1 nauatn+1,dv)a (S E;

podle poznamky 6.1 je fn+1 € b&. Opakovanym uzitim indukéniho predpokladu
odvodime

E(f1(Y(t1)) - fo (Y (ta) g1 (Y (tng)) | Z2)
= E(AQ (1) FulY (1) E(fos (V (1) | 72) | 7

= E<f1(Y(t1)>"'fn(Y(tn)>/ fn+1(zn+1>P(tnvY(tn)atn+lvdzn+1>
= E(AiY (1) fact (V(tam) (Fa fon) (Y (82)) | 1)

/ /f1 z) e (Fufas1) (20)

X P n 1y Zn— latnadzn) P(T Y( ) tladzl)a

/ / fl Zl fn Zn / fn+1 Zn+1 (nvzna n—}-ladzn—{—l)
X P( n_l,Zn_l,tn,dZn>" P(T, Y( ),tl,d21>,

%)

¢im7 je platnost (8) pro n + 1 dokdzana. Jsou-li By,..., B, € &, pak z (8) zifejmé

plyne
P{Y(t:) € By,... t,) € By}

(
=EE(1p,(Y(t1)) -1, (Y(tn)) | -Z)

Y
:E/.
Elz

B1(Y
"/P(tn—layn—lvtnadyn)"'P(87Y(5>7t17dy1)

tnh— 1y Yn— l,tn’dyn)"'P(Sayo,tladyl)dﬂ-(y())?

n

132



co7 je pravé rovnost (9). Q.E.D.
Poznamka 6.3. VSechny prechodové pravdépodobnosti, s nimiz budeme dale
pracovat, budou vyhovovat dodatecnému predpokladu

(N) P(s,z,8,A)=14(x), s>0,x€FE, A&,

to jest, P(s,x,s,-) je Dirakova mira 6, sedici v bodé x. Pfechodové pravdépodob-
nosti splitujici (N) se nékdy nazyvaji normdlni. Pro normalni prechodové pravdé-
podobnosti je snadné nahlédnout, 7e (8) plati i pro s < r =t < ty < --- < ty,
analogicky (9) plati pro s = t; < t2 < --- < t,,. Kuptikladu, ozna¢me I" = {Y(r) €
Cl,Y(tQ) € CQ, e ,Y(tk) € Ck}, C; € &. Potom

P(I'|.7.) =1, (Y(r) E(Ley (X (t2)) - - 1e, (X (tr)) | Z1)

=1, (Y / / (th—1, Yo—1-th, dyg) - - - P(r, Y (), t2, dys)

Ca
/ / tk 1y Yk— lvtkadyk> P(rvylvt%dyQ)P(rv Y(T)arvdyl)a

v druhé rovnosti jsme uzili vétu 6.1 a ve tieti (N).

Konefnérozmérna rozdéleni procesu s markovskou vlastnosti (7) jsou tedy da-
na vzorcem (9). Naopak, ukdzeme-li, 7e systém mér odpovidajici predpisu (9) je
konsistentni, poskytne ndm Daniell-Kolmogorovova véta stochasticky proces s ko-
necnérozmérnymi rozdélenimi (9), tento proces bude mit i markovskou vlastnost.
Ptesnéji:

Véta 6.2. Bud E polsky prostor a P prechodovd pravdépodobnost na (E, B(E)).
Potom pro kazdé s > 0 a libovolnou pravdépodobnostni miru m na B(E) existuji
pravdépodobnostni prostor (£2,.#,P) a E-hodnotovy ndhodny proces (X)i>s na {2
tak, Ze

P{X(s) € B} =7(B), Be %E),

P(X(t)e A| Ms,) =P(r,X(r),t,A), s<r<t, Ac HB(E), (10)

kde M, = o (X (u), u € [s,r]).

Hlavni myslenky dtkazu. Dikaz je standardni aplikaci Daniell-IKKolmogorovo-
vy véty®?, pfipomeiime proto — pfijimajice pfedpoklady a oznaceni véty 6.2 — nej-
prve jeji schema. Za prostor {2 volime mnozinu vSech moznych trajektorii, to jest

57TViz J. Stépan: Teorie pravdépodobnosti, Academia, Praha 1987, §1.9.
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funkei z [s,00[ do E, za X proces projekei a za .# sou¢inovou o-algebru v (2, defi-
novanou jako nejmensi o-algebra, vii¢i niz jsou vsechny funkce X,., r > s, métitelné.
Tedy, klademe-li E,. = E pro r > s, jest

n=rp>l= ][ E.
r€[s,00[

X, : 02— FE w—w(r), r>s,

M = ® %’(ET)ZJ(XT, r25).

r€([s,o0[

Ozna¢me F systém vSech kone¢nych podmnozZin intervalu [s, oo[. Necht je pro kaz-
dou mnozinu J € F zadana pravdépodobnostni mira @ ; na (konefném) soucinu
(E7,%7), kde znacime

E'=1]E. #'=Q2E,).

reJ reJ

Predpokladejme, Ze systém mér {QJ; J e F} je projektivni. (To znamené: jsou-li
H={ry...,r5v1,...,05}, J = {ry,...,r;} libovolné mnoziny z F, H DO J, a
je-li

pa.y: BT — B, (x.,... Sy Ly s e Ly, ) (s 1)
prislusnd kanonickd projekce, pak miry py j(Qp) (obraz miry Qg pri zobrazeni
pm,7) a Q. splyvaji na A7 . Jelikoz semialgebra®® métitelnych obdélniki generuje
B, staci ovefit, ze

P (QE)(AL X - X A}) =Qu(A1 X - X Aj X By, x---xX E,,)

=Qs(A; x---x Aj)

pro libovolnd A; € #A(E,,). Za tohoto piedpokladu podle Daniell-Kolmogorovovy

véty existuje jedind projektivni limita P = lim @ 5, to jest pravdépodobnostni mira
na (2, .#) takova, ze plati

P{lwe 2; w(ry) € Ay,...,w(r;) € Aj} =P{X(r1) € Ay,... ,X(rj) € A;}
=Qy(A; x -+ x Aj),
kdykoliv je J = {ry,...,r;} € Fa Aq,..., A, jsou borelovské mnoziny v E. Méné

forméalné: projektivni limita je takova mira na {2, Ze konecné-rozmérna rozdéleni
procesu X jsou zadana pravé mirami @ ;.

58Pfipomefime, %e mnoZinovy systém S se nazyvéi semialgebra, je-li uzavien na koneéné pri-

niky, obsahuje cely prostor a prazdnou mnozZinu a doplnék libovolné mnoziny z S lze napsat jako
koneéné disjunktni sjednoceni prvka z S. Cf. J. Stépéan: op. cit., definice 1.1.8.
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Pristupme k vlastnimu dikazu véty 6.2. Zvolme (2, .#, X jako nahote, nasim
tikolem je definovat projektivni systém mér {@ s} tak, aby limitni mira P vyhovovala
pozadavku (10). Z véty 6.1 vime, Ze jedind moznost je polozit

Q A1X

Ay)
/ / / / P(tn—layn—latnadyn)P(tn—Qayn—Qatn—l,dyn—l)
Aq A,_1JA,

X "'P(Say07tladyl)dﬂ-(y0)7 (11&)
kdykoliv J = {t; < ---<t,} € F, t; > s, A; € B(E),i=1,...,n, respektive

A1X

Ay)
/ / / / P(tn—hyn—latnvdyn)P(tn—van—Qatn—hdyn—l)
A JAs A, 1 JA,

X+« P(8,y1,t2,dy2)dm(y1) (11b)

pokud t; = s. Snadno se ovéri, ze Q s je o-aditivni pravdépodobnost na semialgebie
méFitelnych obdélniki, lze ji proto prodlouZit® na soucinovou o-algebru #7. Je
treba dokazat, ze miry {Q 7, J € F} tvori projektivni systém. Bez prilisSné Gjmy
na obecnosti vySetiime jen piipad J = {t; < ---<t,}, H={t; <---<tx, < T <
the1 < ... < tn}. Necht

PH,J : H E, — HEr,

reH red
(.I’l,-.- ,xk,iaxkz—l—la-" ,xn) — (xlw" s Thy Tht-1y -+« wrn)
je prislusnd kanonickd projekce; mame dokézat, ze py j(Qm) = Q. Necht pro

ur¢itost t1 = s, zvolme Ay, ..., Ap, Agy1,..., A, € B(E) libovolné, potom

PH,J(Qm)(AL x - A)=Qu(A; x -+ X Ap X B X Apyq X -+ X Ay)
/ // / fWrsr)P(T, 9, teg1, AYrgr) P(te, yr, T, dy) - - -dm(yr),  (12)

Ay A, E Apy

kde f € bZA(FE) je funkce dané jednozna¢né predpisem pro Qpy,

/ / / n 1, Yn—1, nvdyn>P(n 25 Yn— 27 n— lvdyn 1)

Apgo

f(yk+1

X oo P(tegts Yt 1s thr2, dYrg2).

59Viz J. Stépan: op. cit., 1.8.12.
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Chapman-Kolmogorovova rovnost implikuje

P(tk, Y, tht1, A1 N B) :/ P(T,y,tkt1, Ax+1 N B)P(te, yi, T, dy)
E

pro kazdou mnozinu B € Z(F). Jinymi slovy,
/ 9Yr+1) Pt Ui tht1, dYrt1)
Apt1

:// I Y1) P(T, 9, tigr, dypgr) P(te, yi, T, dy)  (13)
EJAp

plati pro libovolnou funkci g tvaru g = 15, B € Z(FE), tudiz i pro linedrni kombina-
ce takovych funkci. Kazda omezena borelovska funkce na F je ovSem stejnomérnou
limitou linedrnich kombinaci indikatort borelovskych mnozin, proto (13) plati pro
v8echny funkce g € b#(FE). Uzivajice vztah (13) na funkci f v rovnosti (12) odvo-
dime

PH,J(Qm)(A1 X -+ X A,)

:// / S Wrt1) P(thes s teg1, AYngr) P(te—1, Yo—1, te dye) - - - dmw(y1)
Ay Ap Akgr

=Q (A1 X - X Ap).

Odtud nahlizime, Ze py s (Qu) = Qy na #’; bud P = limQ; mira zarufend
Daniell-Kolmogorovovou vétou. Piimo z jeji definice

P{X(s) € B} = Q)(B) = 7(B), B e A(E).

Zbyva nam dokazat vztah (10); to jest, zvolivSe libovolné pevné A € #(F) a s <
r < t chceme pro vSechna D € .#; , ovéfit rovnost

/Dl{X(t)GA}dP:/DP(TvX(r)vth)dP' (14)

Mnoziny D € 4 ., pro néz (14) plati, tvoii o-aditivni systém, takze podle Dynki-
nova lemmatu o o-aditivnich systémech®® staci (14) ovéfit pro mnoZiny tvaru

D = {X(To) € BO?'-' 7X(rn+1> € Bn+1}7

(15)
s=rog<-<rpp1 =r B; € ABE),

607, St&pan: op. cit., tvrzeni 1.1.5.
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protoZze soubor mnozin s representaci (15) je uzavieny na priniky a generuje . ,.
Necht je tedy D mnozina tvaru (15), definice miry P implikuje

/D Lix(eay dP
=P(Dn{X(t) e A})
= P{X(ro) € Bo,...,X("n41) € Bnt1, X(1) € A}

= / e / P(Tn—}-la Yn+1, tv A)P(rnv Yns Tn+1, dyn—{—l) e dﬂ-(y0>-
By B,

Uvédomme si, Ze r,,41 = r, ovérime-li tedy, Ze rovnost

/ g(X,)dP = / / S )P (s s Pty i) - - dr(yo) (16
D By Bt

plati pro kazdou g € b#(FE), ziskdme dokazovany vztah (14) volbou g = P(r, -, t, A).
Dokazme (16) pro funkce tvaru g = 1¢, C' € B(E), je ziejmé, Ze z toho uz obecny
ptripad ihned plyne standardni stejnomérnou aproximaci omezenych borelovskych
funkei linedrnimi kombinacemi indikatorti. Necht tedy C' € #(E), potom vsak

/D 1o(X(r)dP = P(D A {X(r) € C})

=P{X(ro) € Bo,... . X(rnt1) € Bpy1 NC}

= // / P(TnvynvTn-}-lvdyn-{—l)P(Tn—lvyn—larnadyn>"' d7r(y0)
By B, B,+1NC

:// / 1C(yn+1>P(7'n,yn,rn+17dyn+1>

BO Ban-‘rl

X P(Tn—la Yn—15Tn, dyn) e dﬂ-(y())a

opét primo podle definice P. Q.E.D.

Rekapitulujme provedenou konstrukci: prostor {2 miizeme zvolit nezavisle na
s > 0, kladouce 2 = E%*[ Definujme proces X, X;(w) = w(t), t > 0, na 2
a o-algebry A, = O'(Xu, u € [s,t]), My o = O'(Xu, u > s). Proces (X, t >
s) je ziejmé adaptovany vzhledem k filtraci (. )ie[s,00[- Pro libovolné s > 0 a
libovolnou pravdépodobnostni miru = na Z(E) jsme nalezli pravdépodobnostni
miru P, . na .#; ., tak, 7e P ;o X! = 1 a plati vztah (10). Upozornéme na dalsi
vlastnost zkonstruovanych mér. Pti specidlni volbé 7 = 6., x € F, budeme psat
pro jednoduchost Ps » = P .. Pomoci formuli (11) lze pfimo ovéfit, ze kdykoliv je
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A € M ~ méFitelny valec (to jest, A = {X(tl) €C,...,X(t,) € C’n} pro néjaka
s<t; <---<t,aC; € ABE))),pak

v Pua(A)] €bBE) a P, (A) = /E P..(A)du(x) (17)

pro libovolnou borelovskou pravdépodobnost p na E. Semialgebra méritelnych valci
generuje o-algebru .#; .., tudiz (17) plati pro kazdou mnozinu A € .# . Mohli
jsme se tedy omezit na “deterministické pocatecni podminky”, tj. za 7 volit pouze
Diracovy miry.
Shriime nyni vlastnosti zkonstruovaného objektu v néasledujici definici.
Definice 6.2. (E. B. Dynkin, 1959) Bud (E, &) méFitelny prostor, v némz jsou
v8echny singletony métitelné (to jest, {x} € & pro kazdé x € FE), bud P piecho-
dova pravdépodobnost na (E,&). Systém (£2, (Fs,t)o<s<t<oos Xs (Ps,z)s>0,2¢E) s€
nazyva markouvsky proces v E s prechodovou pravdépodobnosti P, jestlize
(a) Pro kazda s,t € Ry, t > s, je .Z,, o-algebra na mnoziné 2 a %, C %, ,,
kdykoliv 0 < ¢ <s <t <r < oo,
(b) X = (X¢)i>0 je E-hodnotovy nahodny proces na {2, pficemz pro vSechna
t,s € Ry, t > s, je ndhodna velic¢ina X; .%; ;-métitelna,
(c) pro vSechna s > 0 a © € E je P, pravdépodobnostni mira na Z ., =
Vs, Fs,t takova, ze

Poo{X(s) =2} =1 (18)

Poo(X(t) € A| Z,) = P(r,X(r),t,A) P, ,-skoro jists (19)

pro vSechna A€ & a s <r <t.

O mnoziné E hovorime jako o stavovéem prostoru markovského procesu; o rovnost

19) jako o markovské vlastnosti procesu X. Integral podle miry P, .. budeme znacit
Es .

)

Markovsky proces tedy neni ndhodny proces ve smyslu bézné uzivané definice,
ale jest celym souborem ndhodnych procesti: pro kazdou volbu pocatecni podmin-
ky, tj. miry Py ., dostdvdme jiny ndhodny proces s markovskou vlastnosti. Ty-
to procesy jsou ovSem definovany na stejném filtrovaném méfitelném prostoru
(2, Z0.00, (Zs.1)) a pomoci tychz funkei X; a jsou svazany prechodovou pravdé-
podobnosti P. Neni-li nebezpeci konfuse, uziva se jednodussi znaceni a hovoii se o
markovském procesu (X, P ..) a pod.

Véta 6.2 v pravé zavedené terminologii tika, Ze prechodové pravdépodobnosti na
polském prostoru odpovida markovsky proces; jeho kone¢nérozmérna rozdéleni jsou
— podle véty 6.1 — jednoznac¢né urcena.
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Poznamka 6.4. Uvedeme nyni nékolik uzite¢nych dtsledki markovské vlast-
nosti (19). Jestlize s < r < t, pak podle (19) dostaneme

Pow(X(t) € A|X(r)) =Py o(Psn(X(t) € A| Fs ) | X (1))
Eeo(P(r,X(r),t, A)| X(r))

P(r,X(r),t, A),

proto opétovnym uzitim (19) nahlédneme, Ze
Poo(X(t) € A| Z,) =Poo(X(t) € A| X (1)) (20)

pro vSechna 0 < s < r < t,z € E a A € & Rovnosti (20) je pro markovské
procesy obdobou vztahu (2), proto je také nazyvina markovska vlastnost, ac je
obecné slabsi nez vztah (19).

Uziv8e nejprve rovnost (19) ve specidlnim pripadé s = r a poté (18) dostaneme

Ps,x{X(t) S A} = Es,:cPs,:c(X(t> €A ‘ gs,s) - Es,:cP(SvX(S)atv A)
= P(s,x,t, A),

ve shodé s intuitivni interpretaci prechodové pravdépodobnosti. Vidime, ze
Es.f(X / f(2)P(s,x,t,dz) (21)

kdykoliv0 < s <t,x € E a f jetvaru f = 14, A € &. Odtud ihned plyne platnost
(21) pro libovolnou f € bé&.
Podobné, je-li s < r < t, pak z (19) standardni aproximaci odvodime, Ze

wnznzﬁyuwmxmmw>

plati P, ,-skoro jisté pro kazdou funkci f € bé&’. To jest, pro P ,-skoro vSechna w
plati

Esﬁx(f(X(t) / f(2)P(r, X (r,w),t,dz).

Aplikujeme-li na pravou stranu této rovnosti (pfi pevném w!) vztah (21), dostaneme

Es,x (f(X(t)) ‘ﬁs,r>(w) = Er,X(r,w)f(X(t))
= [ X0 P,y (@) (22)
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Markovska vlastnost procesu X se proto ¢asto prepisuje (a uziva) v nasledujicim
tvaru: pro vSechna r,s,t € Ry, s <r < t, libovolné x € E a kazdou f € b& plati

Eoo (F(X(1)|Zsr) = Erx(m F(X(t)) P e-skoro viude. (23)

Formuli (23) je ovSem tieba chapat ve smyslu naznafeném vzorcem (22). Uvédomme
si, ze prava strana (23) je skutené dobfe definovand o(X,)-méfitelnd ndhodna
veli¢ina. Pro f € b& je funkce

II:x— E,..f(X(t))

jisté &-métitelna: je-li f = 14, A € &, plyne to z definice prechodové pravdépo-
dobnosti, obecny ptipad odtud odvodime zfejmym zptsobem. Zbyva si uvédomit,
7e

Markovska vlastnost ve formé popsané rovnostmi (20) a (23) se vztahuje k pod-
minénym pravdépodobnostem jevi tvaru {X; € A}; véta 6.1 ndm umoziuje t¥idu
pripustnych jevii podstatné rozsirit.

Dusledek 6.3. Bud (2,.7,(Fs.41), X, Ps..) markovsky proces v méritelném pro-
storu (E,&). Polozme M~ = O'(Xu, u > t), t > 0. Potom pro libovolnd r,s € Ry,
s <r, vsechnay € E a kazdou mnozZinu B € M=, plati

Poy(B| Zsr) =Psy(B|X(r) =P, x()(B) Pgy-skoro jiste. (24)

Jde skuteéné o rozsifent: je-lit > r, pak jisté {X; € A} € .#,. Uplné standardnd
1ze vztah (24) zobecnit na podminéné stiedni hodnoty: pro vSechna0 < s < r,y € F
a libovolnou funkci £ € b.Z-, jest

Esy (5 ‘ 9’”) = Esy (f ‘ X(T)) =E, x§ Psy-skoro jisté.

Dtikaz. Oznacme P prechodovou pravdépodobnost uvazovaného procesu. Zvol-
me libovolné pevné y € F ar,s € Ry, r > s. Bud ¢ systém vSech mnozin I € -,
tvaru

I'={w; X(t1) € Cy,...,X(ty) € Ci}

pro ndjakd r < t; < -+- < tg, Cq,...,C) € &. Aplikujice rovnost (8) na proces X
uvazovany na stochastické basi (£2,.%, (F;,¢)i>s, Ps,y) dostaneme

Poy(I'| For) = Esy(Len (X (1)) -+ 1o (X (1)) | Fs.r)

- / / Ptir. yomrstrndye) -+ P(r, X (1), tr.dyy),  (25)
Ch Ch
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funkce na pravé strané rovnosti (25) je o¢ividné o (X (r))-méfitelna, takze leva stra-
na nutné splyva s podminénou pravdépodobnosti vzhledem k o(X (r)). Podobné
podle véty 6.1 plati

:/ / P(tk—lvyk—latkvdyk>"'P(rvzatlvdy1> (26)
Ch C

pro kazdé z € E. Porovnanim formuli (25) a (26) nahlédneme, 7e
Poy(I'| Zsr) =Prxi(D).

(Vzorec (26) také ukazuje, Ze z —— P, .(I") je &-méfitelnd funkce, tedy P, x()(I")
je dobie definovand ndhodna veli¢ina.) Tim jsme ovéfili dokazovany vztah (26)
pro vSechny mnoziny B € ¥; systém ¥ je uzavien na konecné pruniky a generuje
o-algebru .Z- ., dikaz lze proto zavrsit pfimocarym uzitim Dynkinova lemmatu.
Q.E.D.

Poznamka 6.5. V situaci dtsledku 6.3 zvolme r > s, x € E, M € %, a
B € -, libovolné. Potom

Poe (M B| X (1) = v (Tarnn | X()) = B (B (Lar 15 | Z20) | X()

Esx(lMEsx 1B‘ s,r ‘X )

- E”(lME” 15| X(r) ‘X r )
—Es,x 1M‘X Es,x 1B‘X(’I“))

=P, (M| X(r)Ps.(B| X(r))
Dospéli jsme k dalsi alternativni formulaci markovské vlastnosti: pro kazdou miru
Ps» a pro vSechna r > s jsou o-algebry .%; , a .#~, podminéné nezavislé vzhle-
dem k o(X(r)). (Neformédlné: minulost a budoucnost markovského procesu jsou
podminéné nezavislé vzhledem k p¥itomnosti.)

Poznamka 6.6. Pokud prechodova pravdépodobnost P vyhovuje predpokladu
(N), plati markovska vlastnost (19) a vSechny jeji dtsledky i pro ¢t = r, jeZto

Ps,m (X(t) €A ‘ ys,t) = 1{X(t)€A} = P(t7 X(t)a t, A)

Specialné ku prikladu (24) plati pro kazdou mnozinu B € .#>, = O'(Xu, u > t).
Vskutku, dokazme na ukézku (25) pro mnoziny tvaru I' = {X(r) € C1, X (t2) €
Coy.o , X(th) €Crlyr <ty <--- < ty, C; € . Jest totiz

Ps y(F‘ s T') - 101 (X(T)) Es y(102 X(tQ)) 1Ck (X ‘ '/S 7')

=1c, (X / / (th—1, Yk—1, te, dyg) - - P(r, X (1), t2, dy2)
Ch

/ / (tomts Yot s ) - - P(ra g, o, dyo) P(r, X (), 7 dy ),
(@f
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v druhé rovnosti jsme uzili vétu 6.1 a ve tfeti (N).

C. Markovské procesy definované stochastickyvmi diferencidlnimi rovnicemi.
Bud (2,.7,(%#;),P) stochastickd base s filtraci spliwujici (UC). Necht je W n-di-
mensionalni (.%;)-Wienertv proces; budeme vySetfovat stochastickou diferencialni
rovnici

dX = b(t, X)dt + o(t, X ) dW (27)

umluvivse se, ze v celé ¢asti C Sesté kapitoly je splnén nasledujici predpoklad:

Predpoklad 6.1. Koeficienty b : Ry xR — R™ ao: Ry X R" — M«
rovnice (27) jsou borelovské funkce linedrniho ristu lipschitzovské v prostorové
proménné, to jest

(I) 3FIK.<oVt>0VreR™
16Ct, )| V [lo(t, 2)]| < Ku(1 4+ [l]),
(II) 3K <ocoVt>0Vae,yeR™
1Ct, ) = bt y) |V o (t, ) — ot y)ll < Kl =yl

Je-li € : 2 — R™ Z,-méfitelnd funkce, oznaéime X (-;s,¢) = X*¢ (jediné) FeSeni
rovnice (27) s po¢atetni podminkou X *¢(s) = £. Polozme

P(s,x,t,A) =P{X*"(t) e A}, 0<s<t zeR", AecBR™). (28)

Funkce P(s,z,t,-) je zfejmé pravdépodobnostni mira na Z(R™); nasim cilem je
ukazat, ze P je prechodova pravdépodobnost, a vyjasnit, v jakém smyslu Feseni
rovnice (27) koresponduji s markovskym procesem (jak je zaveden v definici 6.2) s
prechodovou pravdépodobnosti P.

Nejprve dokdzeme jednoduché lemma o spojité zavislosti feSeni rovnice (27) na
pocatecni podmince.

Lemma 6.4. Pro kazdé T > 0 a libovolné p € [2, 00| existuji konstanty C; < oo,
1=1,...,4, zavisici jen na T, p, K a K., tak, Ze
" < Cu(1+EENP),

— X*(1)||” < CoE|€ = n||P,
)= X24(1)])” < Cs(1+ ElE|P) | — 12,
E[|xe¢(t) = X*¢(@)]]" < Ca(1+EJEN”) o~ 5],

kdykoliv0 < s < o<t <71 <T a&ne€ LP(2;R™) jsou Fs-méFitelné funkce.

142



Dukaz. Odhady (29), (30) jiz byly odvozeny (viz véta 2.1 a poznamka 2.5).
Dokazme nyni nejprve (31): podle definice feSeni, véty 1.1 a predpokladu linedrniho
rustu

p

E|X*¢(r) = X*¢(1)|" = EH[ b(r, X*¢(r)) dr + /; o(r, X=4(r)) dW (r)

<27 = E [ ot XS ar
t

+ 210—10,35(/;“0(7«,Xsf(r))u2 drf

< 2P7I7E (7 — t)g_lE/;Hb(r,Xs’f(r))der
—I—2p_10p(r—t)g_lE/tTHa(r,Xs’g(r))der

< 4P~NTE 4 C))KP(r — )2t [(1 + E[| X54(r)||P) dr

integrand posledniho integralu odhadneme uZitim (29). Podobné berouce navic do
tvahy predpoklad (IT) dostaneme

E|X*%(t) — X4 (1))

= E‘ /SQ b(r, X55(r)) dr + /sga(r,Xsf(r))dW(r)
+/ {b(r, X*€(r)) = b(r, X25(r)) } dr
+ /t{a(r XSE(r)) — o(r Xg’f(r))}dW(r) ’

o
<84 T% + C,)KP(0 — s)%—l/ (1+EX=5(r)|P) dr

t
+ 4P~ (et 4 CpT%—l)Kp/ E[[X=€(r) = X £ ()| dr.

e

Prvy integral vpravo odhadneme opé&t pomoci (29), aplikace Gronwallova lemmatu
pak dava (32). Q.E.D.

Pokud nehrozi nebezpeci omylu, budeme o-algebru borelovskych mnozin v R™
znadit pouze Z misto B(R™), analogickou konvenci pfijmeme pro prostor b# =
bZA(R™) vSech omezenych redlnych borelovskych funkei na R™. P¥ipomenime, 7e
¢,(R™) znadi prostor viech omezenych spojitych funkei na R™.
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Pro ¢ € bZ a 0 < s <t definujme funkci P, ;p vztahem
P :R™" — R, y+—— Ep(X*Y(1)). (33)

Piimo z definice plyne linearita zobrazeni ¢ —— P; ;¢: jsou-li 9,9 € b#, ¢,d € R,
pak

P i(co+ dv)(y) = E{ (cp + dip)(X*Y(t)) } = cEp(X*Y(1)) 4+ dEp(X V(1))
= cPs10(y) +dPs0(y), ye€R™.

Téz je ziejmé, ze P; s = ¢. Je-li ( : R — R libovolna funkce, ozna¢me

[Clloe = sup [C(2)]-

zER™

Plati

1 Ps.1plloe = sup [Ep(X*%(1))] < sup E|o(X®*(1))|
zER™ zER™

< [lellse
pro kazdou ¢ € bZ. To spolu s linearitou implikuje, ze Ps :pr — Ps 1o stejno-
meérné na R™ pii k — oo, kdykoliv ¢, po € bA, v, — o stejnomérné na R™ pii
k — oo. Déle, Ps ;¢ > 0 na R™ pro libovolnou nezdpornou ¢ € b%. PovSimnéme

si nakonec, 7e zvolime-li v (33) specidlné p = 14, A € A, ziskdme

Py yla(x) = EL4(X>%(t))= P{X>*(t) € A}
= P(s,x,t, A)

podle definice funkce P (viz formule (28)). Rovnost

P ip(y) = /m p(2)P(s,y,t,dz), yeR™, (34)

tedy plati pro kazdou ¢ € bZ tvaru ¢ = 14 s borelovskou mnozinou A. Je-li
© € b libovolna, pak existuji funkce ¢, € bZ takové, ze

Ny,

O = E apjla,;, ar; ER, Apj € B, a o, —— ¢ stejnomérné na R™.
. k— o0
J=1
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7 pravé odvozenych vlastnosti zobrazeni P ; plyne®!

Ny,
P 1o(y) = Jim P ron(y) = klirgozaijs,tlAkj (v)
j=1
Ni
= lim Zaij(s,y,t,Akj) = lim or(2)P(s,y,t,dz)
k—>ooj:1 k—oco Jpm

_ /mgp(z)P(s,y,t,dZ),

tedy (34) plati pro kazdou funkci ¢ € bZA.
Dusledek 6.5. Pro kaZdou funkci ¢ € €,(R™) je zobrazeni

(s,t,2) — Psip(x)

spojité na mnoziné {(s,t) € RT; s <t} x R™.
Toto tvrzeni lze odvodit z lemmatu 6.4 primocarou aplikaci véty o majorisované

konvergenci.

Dusledek 6.6. Pro kazdou funkci ¢ € bZA(R™) a libovolnd s,t € Ry, s <t, jest
Ps,tﬁp € b%(Rm)

Uziv8e disledek 6.6 na funkci ¢ = 14, A € 4, nahlédneme, 7e P(s,-,t, A) je
borelovska funkce. Déle, disledky 6.5 a 6.6 implikuji, ze P, ; zobrazuje vektorové

prostory é,(R™) a b2 do sebe. Opatiime-li tyto prostory pfirozenou (supreméalni)
normotu || - |, je Ps¢ v obou spojity linearni operator.

Dtkaz. Zvolme t,s € Ry libovolna pevna, s < t. Bud I' C R™ oteviend mno-
zina, pak existuji ¢r € €(R™), 0 < ¢ < 1, ¢r /" 1p na R™ (ku piikladu, lze
poloZit i (x) = min(kdist(z, R™ \ I'),1)). Odtud

lim @ (X*Y(t)) =1p(X*Y(t)) na 2

k—o0
pro kazdé y € R™. Podle véty o monotonni konvergenci
T Pygi(y) = lim Egp(X*(1)) = ELp(X*(1)) = Plr(y), y € R™,
funkce P; ;11 je tedy borelovska jako bodova limita spojitych funkei Ps ;5. Poloz-

me
M ={U € B; Ps 1y je borelovska funkce},

61 Analogické aproximadni tvahy nebudeme v dalsich dikazech podrobné provadét.
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ukazali jsme, 7e 9 obsahuje systém v8ech otevienych mnozin (uzavieny na kone¢né
pruniky). Dale plati: jsou-li U,V € 9, V O U, pak vzhledem k linearité P,

P vy = Poy(1y — 1y) = Py 1y — Poyly,
tedy V\U € M. Jsou-i U,V € M, UNV =0, odvodi se podobné&
P lyuy = Poly + Ps i1y,

proto U UV € 9. Nakonec, jsou-li Ay, Ag,... €M, Ay C Ay C -+, A=Upsq Ar,
pak 14, / 14 a podle Leviho véty B

PoLaly) = ELA(X™V(1) = lim ELy (X79(1)) = lim P oda,(y), v € R,
tudiz A € M a M je o-aditivni systém. Podle Dynkinova lemmatu o o-aditivnich
systémech M = A, to jest P, 1y € bA pro kazdou U € #. Z toho plyne tvrzeni
disledku 6.6 pro kazdou jednoduchou borelovskou funkei (linedrni kombinaci indi-
katori) diky linearité Ps ;. Zbyva uvazit, Ze libovolné funkce z b4 je stejnomérnou
limitou jednoduchych funkei a Ze operator Ps; je spojity vzhledem ke stejnomérné
konvergenci. Q.E.D.

Formulaci nésledujici véty predesleme dvé tvrzeni o rovnici (27). Nejprve pripo-
meiime lemma o lokalni jednoznac¢nosti (krok 1 v dikazu disledku 2.3). Jsou-li X,
Y dvé FeSenf rovnice (27), E{||X(s)]|? + |V (s)[]*} < o0, ¥ = {w € £2; X(s,w) =
Y(s,w)}, potom

P{we X; sup || X (t,w) — Y(t,w)|| >0} = 0.
t>s

Dale si uvédomme, Ze plati:

Poznamka 6.7. Necht s > 0 a x € R™, pak jsou feSeni X*7 a o-algebra .7
nezavislé. Oznaéme totiz Z5 o-algebru generovanou piirastky W(t) — Wi(s), t > s
a vSemi P-nulovymi mnoZzinami v .%, o-algebry Z, a %, jsou ziejmé nezavislé.
Podle dikazu véty 2.1 je proces X*7 limitou procesi X, definovanych pro ¢t > s,
k > 1 vztahem

Xk+1(t):a:—|—/ b(r,Xk(r))dr—l—/ o(r, Xe(r))dW(r), Xo(t)==z.

Indukei podle k 1ze snadno nahlédnout, ze X}, jsou Z,-métitelné.b?
Nyni jiz mizeme dokazat nas hlavni vysledek.

62Podotknéme, 7e proces X% je mozno vybrat dokonce O'(W(t) —W(s), t > s)—méfitelny. Viz

D.W. Stroock, S.R.S. Varadhan: Multidimensional diffusion processes, Springer-Verlag, Berlin
1979, Corollary 5.1.3.
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Véta 6.7. Pro vSechna s,t,u € Ry, s < u <'t, pro libovolnou ¢ € bAR™) a
kazdou . s-méritelnou funkci & : 2 — R™ plati

E(o(X*4(t)) | Zu) = Puyp(X**(u)) P-skoro jisté. (35)
Pii volbé ¢ = 14, A € A, prechézi (35) v rovnost
P(X*%(t) € A|.Z,) = P(u, X**(u),t, A),
tedy proces X *¢ ma markovskou vlastnost:
P(X%%(t) € A|.Z,) = P(X*(t) € A| X8 (u)).

Vysledky odvozené v ¢asti B nynéjsi kapitoly vSak zatim nelze uZzit, nebot dosud
nevime, zda P je pfechodovd pravdépodobnost (nebyla jesté ovéfena Chapman-
Kolmogorovova rovnost).

Dtikaz. 1° Reseni rovnice (27) je urc¢eno jednozna¢né, tedy

X58(t) = XX w8 (4) Pogkoro jiste.
Vztah (35) je tudiZ ekvivalentni s
E(p(X X9 (1)) | 7,) = Puap( X5 (w).

Nahodn4 veli¢ina X*¢(u) je .%,-méfitelna, jisté proto staci misto (35) ovéfit, Ze
rovnost
E(o(X™"(1))| Zu) = Purp(n) P-skoro jisté (36)

plati pro kazdou .%,-méfitelnou ndhodnou veli¢inu n : 2 — R™.

2° Predpoklddejme na okamzik, Ze (36) uz bylo ovéfeno pro vSechny funkce
¢ € E,(R™), ukdZeme, Ze pak (36) plati i pro libovolnou ¢ € bZ. Postup je
analogicky diikazu dusledku 6.6: bud nejprve ¢ = 1, I’ C R™ oteviena. Naleznéme
oK € G(R™) tak, aby 0 < ¢, <1, ¢ /" 1p na R™. Tedy také @, (X™“"(t)) /
1p0(X™"(t)) na 2 a podle Leviho véty pro podminéné stiedni hodnoty

Jim E(pr(X™"(t)) | #u) = E(Lp(X™"(t))| #.) P-skoro jisté.
Z dtkazu dtsledku 6.6 vime, ze P, ¢, — P, :1p na R™, odtud ihned plyne

Pu,tSOk(n) — u,tlr(n) na f2.
PoloZzme
N ={K € %; (36) plati pro p = 1 }.

147



Pravé jsme ukézali, 7ze 9t obsahuje systém vsech otevienych mnozin; postupujice
jako v dikazu disledku 6.6 se snadno piesvédcime, ze M je o-aditivni systém,
proto 9N = A. To uz ziejmé implikuje, Ze (36) plati pro kazdou ¢ € bA.

3° Zbyva dokazat platnost (36) pro spojité funkce, zvolme proto pevné libovolnou
¢ € €,(R™). Necht nejprve n = y € R™. Protoze feSeni X™¥ je nezavislé s .%,,,
mame

E(o(X"¥(1) | Zu) = Eo(X™Y (1)) = Puso(y).

V dalsim kroku predpokladejme, Ze n je jednoduché .%,-méritelna funkce,

N
n= Z Yila,,
=1

kde mnoziny Aq,...,An € %, tvoii disjunktni rozklad prostoru 2. Podle tvrzeni
o lokalni jednoznac¢nosti

N
XWn(t) =Y X"Vi(t)1,, P-skoro jisté. (37)
i=1
Disjunktnost Aq,..., Ay implikuje, ze pro kazdé w € 2 je nejvySe jeden s¢itanec

na pravé strané (37) nenulovy, proto

N
o(X™(t)) = Z e(X™Yi(t))14, P-skoro jisté.

=1
Odtud snadno plyne
N

E(p(X"(1)) | #7.) = E(

(2

QXY (1)L, | Z.)

1

I
.MZ

Ly E (X0 (1)) | 7.)

(2

I
.MZ

1a, Puio(yi)
1

u,t@(”)'

(2

!

Bud dale n € L?(£2;R™) libovolna .%,-méfFitelna. Nutné existuje posloupnost {n}
C L2($2;R™) jednoduchych .Z,-méfitelnych funkei tak, Ze gy — n v L?(£2;R™).
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Podle lemmatu 6.4 také X (t;u,n,) — X(t;u,n) v L2(2;R™), vyberme podpos-
loupnost {n; } takovou, aby

e, —— 1, X(tiu,me;) — X(t;u,n) P-skoro viude. (38)

j—oo j—oo

Ze spojitosti ¢ a dusledku 6.5 plyne
Pu,t@(nk]-) —— P, ¢(n) P-skoro vSude

j—o0

a z véty o majorisované konvergenci dostaneme

(X (tyu,mi,)) — o(X(t;u,m)) P-skoro viude a v L'(£2),
j—00

tedy také
E(o(X(t;u,mi,)) | Zu) —— E(o(X(t;u,n)) | #.) P-skoro viude a v L'(£2).

J]—0
Jezto ovsem
E(o(X (tu,m;)) | Zu) = Puse(n,),

plyne (36) v uvaZovaném piipadé limitnim prechodem j — oo. Bud nakonec 7 :
{2 — R™ libovolné .#,-méfitelnd. Polozme n, = nlgy <k}, 2z dliikazu disledku 2.3
vime, ze X (t;u,n) = X (t;u,n) P-skoro jisté na mnoziné {||n|| < k}. To znamena,
ze X(t;u,m,) — X(t;u,n) v pravdépodobnosti pfi k& — oo, proto pro néjakou
podposloupnost {n, } plati (38) a ditkaz zavr$ime zfejmym zptsobem. Q.E.D.

Véta 6.8. Pro vsechna s,t,u € Ry, s <u <t, a kaidou p € bA(R™) plati
P o(Pyp) = Psyp na R™. (39)
Specialné, funkce P definovana vztahem (28) je prechodovd pravdépodobnost.

Dukaz. Uzitim véty 6.7 dostavame

P, yp(y) = Ep(XY(t)) = EE(o(X>¥(1)) | Zu)
= E(Pup(X5¥(w)))
- Ps,u(Pu,t@>(y)

pro kazdé y € R™. Bud dale A € £ libovoln4, formule (39) aplikovana na funkeci
1, dava

P(s,y,t,A) = Ps ;14(y)
= Ps,u(Pu,t]-A)(y) = Py (P(U’ 1, A)>(y)

= EP(u, X*¥(u),t, A) :/ P(u, z,t,A)dP o X*¥(u)~1(2)

:/ P(U,Z,t, A)P(say7u7dz>7
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protoze P o X*¥(u)"! = P(s,y,u,-) pfimo podle definice (28). Vidime tedy, 7e P
vyhovuje Chapman-Kolmogorovoveé rovnosti; ostatni pozadované vlastnosti precho-
dové pravdépodobnosti plynou z (28) a z disledku 6.6. Q.E.D.

Konstrukce. Nyni popiSeme markovsky proces, korespondujici rovnici (27). Jiz
vime, ze funkce

P(s,y,t, A)=P{X*>¥Y(t) € A}

je prechodova pravdépodobnost. Podle véty 6.2 bychom tudiz mohli sestrojit mar-
kovsky proces s prechodovou pravdépodobnosti P, definovany na soucinovém pro-
storu (R™)[%>[ v&ech trajektorii, tim bychom se viak ochudili o informaci, kterou
Prinasi spojitost trajektorii feSeni rovnice (27). PoloZme proto

2 =%([0,00[;R™),
X(t): 2 —R", &— (), t>0,
/js,oo :a()A((r),rZs , /js,t—a()?(r),sgrgt), /j:@om, 0<s<t.

Pro s > 0, y € R™ definujme miru ﬁs,y na ;54\’5,00 predpisem
ﬁs,y(B> = P{w € 2; X¥(,w)e B}, B e @S,OO. (40)

Funkce w — X*Y(-, w) je (ﬁ,:g}s,oo)—méfitelné a definice (40) je tudiz korektni.

To je zfejmé, protoze o-algebru .#; o, generuji mnoziny tvaru

E={0e2; X(t)yc A}, t>s5 AcH

{wen, XW(,w)e Z} ={we 2, X(t) e A}
je oCividné .Z-méritelna. Z definice (40) snadno plyne, 7e pro f € b/jsyoo jest
Eeyf =Ef(XY()).
Specialné pro f = h()A((tl), - ,)?(tk)), h € bA%% 0<t, <--- <ty plati

Eoyf = Esyh(X(t), ..., X(ts)) = ER(X>Y(ty),... , X5Y(ts)). (41)

Ocividné, R R
P.y{X(s) =y} =1,

zbyva ovérit markovskou vlastnost:

P.,(X(t) € A| Z,.) = P(u, X(u),t,A) P, -skoro jists,

150



kdykoliv 0 < s <u <t, A e A, yec R"™. Podle definice podminéné pravdépodob-
nosti je treba dokazat

VZ € Fyu / 14(X(t))dP,, = / P(u, X (u), t, A)dP,,. (42)
A A

Bé&Znym postupem, ktery jsme jiz nékolikrat uzili, 1ze dikaz (42) redukovat k pii-
padu

~

Z = {‘X\v(rl) € Bla' : '7X(T/~c) € Bk}v
s<ry<---<rp <u, B; € # libovolné. Uzivajice (41) a vétu 6.7 dostavame

[ 1aEO)aP., = [ 10 (X001 (K LA(K (1) P,

~

= Eay 1B, xxBoxa(X(r1), ..., X (1), X (1))
= ElBlX...XBkXA(XS’y(Tl), . ,Xs’y(rk), Xs’y(t))

- E(1le...ka (XV(r)y e, XS () E(La(X5Y(1)) | f;u))

_ E(1le...ka (X5Y(r1), -, X5 () ) P, X5¥ (), 1, A))

~

- Es,y(1le___XBk (X(r1),- .., X(r)P(u, X(u), 1, A))

— / P(u, X (u),t, A)dP, .
VA

Tedy (ﬁ,/f\, (/js,t),)?, (ﬁsx)) je markovsky proces se spojitymi trajektoriemi a s
prechodovou pravdépodobnosti P. (Nékdy se hovoii o kanonickém markovském
procesu definovaném rovnici (27).)

Poznamka 6.8. Je uzitecné si uvédomit nasledujici vlastnost predvedené kon-
strukce: opatifme-li prostor 2 = €(R,; R™) metrikou

sup [|f(t) = g ()]l
0<t<n

1+ sup [[f(t)—g(t)
0<t<n

Y

olf,9) =) 2%
n=1

jest (!AZ, 0) uplny separabilni metricky prostor a f, — f v (!A2, 0), pravé kdyz f, — f
lokalné stejnomérné na [0, oo[. Déle, o-algebra 7 generovana vsemi projekcemi
)A((t) L0 — R™, & —— ©(t), splyva s borelovskou o-algebrou prostoru (!A2, 0).
Naznaéme dikaz: inkluse . Z C %’((AZ) je jasna, jezto projekce )A((t) jsou spojité a
mnoziny {)A((t) € A}, t > 0, A € A, generujici /3}, jsou proto borelovské v 0.
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Naopak, povSimnéme si, ze o+, g) je F-méfitelna funkce pro libovolnou ¢ € 0.
Staci overit, ze funkce

fr—sup [If(t) —g()ll

0<t<n

jsou .Z-méritelné pro vSechna n € N, avsak ziejmé

(fed s llf)—oli<ay= M) {f€ 1) o) <a}eF
0<t<n 0<s<n
seQ

pro kazdé a € R. Koule v (!A2, 0) tedy ndlezi o-algebie 7 ak ditkazu %(f)) C Z
zbyva jen uvazit, ze diky separabilité je kazda oteviena mnozina v 0 spocCetnym
sjednocenim kouli.

7 véty 6.1 vime, ze pirechodova pravdépodobnost urcuje markovsky proces v
podstaté jednozna¢né (presnéji: ur¢uje jednoznaéné jeho konetnédimensionalni roz-
déleni, nikoliv t¥eba trajektorie). Nevime ale, zda koeficienty b, o rovnice (27) urcuji
jednoznac¢né piechodovou pravdépodobnost. Bud totiz B libovolny n-dimensionalni
Wieneriv proces, definovany na néjakém pravdépodobnostnim prostoru (=,%,Q),
pro s > 0 a z € R™ ozna¢me Y * 7 FeSeni rovnice

dY = b(t,Y)dt + o(t,Y) dB (43)

s pocatetni podminkou Y*?*(s) = z. (To jest, (43) je rovnice s tymiZz koeficienty,
jako (27), ale obecné s odlisnym Wienerovym procesem, definovanym na jiném prav-
dépodobnostnim prostoru.) Abychom mohli ¥ici, Ze pfechodova pravdépodobnost
definovand predpisem (28) zavisi jen na b, o, potfebujeme ovéfit, ze

P{X**(t)e A} = Q{Y**(t) e A}, 0<s<t, zeR", Ac A

Formulaci prislusného vysledku je zapotiebi predeslat definici nékolika novych po-
jmt. Uvazujme rovnici

AX = f(t, X)dt + g(t, X) AW, (44)

kde f: Ry xR — R™ ag: Ry x R" — M, «,, jsou borelovské funkce.
Definice 6.3. Ctvefici ((2,.%, (%), P), W, X ) nazveme slabé reseni rovnice (44)
na intervalu [s, oo[, s > 0, jestlize
i) (2,.7,(%;),P) je filtrovany pravdépodobnostni prostor;
ii) W je n-dimensiondlni (.%;)-Wieneriv proces na 2;
ili) X = (Xy)i>s je R™-hodnotovy (.%;)-progresivné méfitelny ndhodny proces
splnujici

[ 00561+ o Xl dr < oo
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t t
Xt:XS—l—/ f(r,Xr)dr—I—/ g(r, X,.)dW,

pro kazdé t > s P-skoro jisté.

Bud p borelovska pravdépodobnostni mira na R™. Rekneme, 7e slabé feseni ((£2, .7,
(%), P), W, X) je fesenfm vyhovujicim poédtecni podmince (s, ), pokud Po X1 =
[L.

Uvédomme si, 7e poc¢atecni podminka (s, é,.) ma jednoduchou interpretaci — po-
zadujeme, aby slabé FeSeni (£2,.7,(.%;),P), (W, X)) spliiovalo X (s) = = P-skoro
jisté; jde tedy o deterministickou pocateéni podminku.

Nase dosavadni uvahy v kapitolach 2, 3 a 5 odpovidaly odlisnému konceptu
feSeni: pravime, Ze rovnice (44) s pocatetni podminkou (s, ) méa silné fesent,
jestlize pro kazdy filtrovany pravdépodobnostni prostor (£2,.7, (%), P), kazdy n-
dimensionélni (.%;)-Wienertav proces W a libovolnou .Z,-méfitelnou ndhodnou ve-
licinu ¢ : 2 — R™ s Pop~! = i existuje (.%;)-progresivné méfitelny proces X se
stochastickym diferencidlem (44), spliwjici X = ¢ P-skoro jisté. (Pro slaba feSeni
naopak chceme naléezti vhodné stochastickou basi a Wienertiv proces tak, aby exis-
toval proces se stochastickym diferencidlem (44)). Ziejmé je silné feSeni tlohy (44)
s pocatedni podminkou (s, i) i jejim slabym FeSenim, opak neplati (srovnej piiklad
6.1 nize).

Definice 6.4. Pravime, 7e rovnice (44) je

i) siln€ jednoznacnd, jestlize pro libovolné s > 0 a kazda dvé jeji slaba fesSeni
(2, F,(F),P),W,X)a (2, Z,(F),P),W, X) na s, o] s tou stochastickou basi

a tymz Wienerovym procesem plati: je-li P{X (s) = X (s)} = 1, pak

P{sup X (1) - X(0)] = 0} = 1

ii) slabé jednoznacnda, jestlize pro libovolné s > 0 a kazda dvé jeji slaba feseni
((2.7,(F),P), W, X) a ((2,.7,(F),P), W, X) na [s, oo plati: je-li

PoX(s)™' =PoX(s)™" na B(R"),

pak -~
PoX'=PoX~!' na%(¢(s oc[;R")).

(Méné formalné, slabd jednozna¢nost znamena: maji-li po¢ateéni podminky stejna

rozd&leni, maji i procesy X, X stejnd rozdéleni.®®) Uvazujice pouze feSeni splitujici

63Uvazme, ze rozdéleni uvazovanych ndhodnych procesii jsou skuteéné definovana na borelov-
ské o-algebie prostoru spojitych funkci podle poznamky 6.8.
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PoX(s)™! = pu zfejmym zpiisobem definujeme silnou a slabou jednozna¢nost rovnice
(44) s pocatecni podminkou (s, ).

Existencni véty odvozené v kapitolach 2, 3 a 5 tedy v nové terminologii Fikaji,
Ze rovnice tam uvazované maji (za prisluSnych predpokladi) silné jednoznaénd
silnd FeSeni. Jak uvidime v piikladu 6.1, rovnice (44) muZe mit vlastnost slabé
jednoznacnosti, i je-li silna jednoznac¢nost porusena, v opac¢ném sméru vsak plati
nasledujici netrivialni vysledek:%°

Véta 6.9. (T. Yamada & S. Watanabe, 1971) Je-li rovnice (44) s poédtecni
podminkou (s, ) silné jednoznacnd, je slabé jednoznacnd.

Disledkem dikazu véty 6.9 je nasledujici pozoruhodné tvrzeni, ukazujici silu predpokladu o

silné jednoznaénosti.66

Véta 6.10. Necht je rovnice (44) s poédtecni podminkou (s,u) silné jednoznacnd a necht
existuje jeji slabé Teseni. Potom existuje jeji silné veseni. Dokonce existuje borelovskd funkce
F :R™ x €(R4+;R™) — C(R4;R™) takovd, Ze kdykoliv je (2, F,(F),P), W, X) slabé fesent
rovnice (44) s poddteéni podminkou (s, ), pak X = F(X(s), W) P-skoro jisté.

Funkce F obecné zdvisi na s a . Z representace X = F(X (s), W) lze vyvodit, Ze za pfedpokladu
silné jednoznacnosti je libovolné reSeni méfitelné vici obohacené filtraci generované pocatecni
podminkou a Wienerovym procesem. Odtud dostavdme, Ze rovnice (44) silné jednozna¢na podle
definice 6.4 je jednoznacnd po trajektoriich i v nasledujicim smyslu: pro kazda dvé slaba reseni
(02, % P),(F),W,X) a (2, F,P), (g't), W, X') s tymZ pravdépodobnostnim prostorem a tymz
Wienerovym procesem, ale s obecné riznymi filtracemi, plati: je-li X(s) = X(s) skoro jist&, pak
X(t) = X(t) pro viechna t > s skoro jisté. Pov&imnéme si, Ze pfimy dfikaz tohoto tvrzeni neni
zfejmy ani pro rovnice s lipschitzovskymi koeficienty, protoze W nemusi byt (%, V Ft )-Wienertiv
proces.

Vratme se k rovnici (27). Diky predpokladu (IT) o lipschitzovskosti funkei b, o ma
(27) vlastnost silné jednoznacnosti, podle véty 6.9 je proto slab& jednoznacné, coz
specialné znamena, ze prechodova pravdépodobnost je rovnici ur¢ena jednoznacné.

Pfiklad 6.1. (H. Tanaka) Definujme modifikovanou funkci signum piedpisem

1, x >0,
-1, =<0,

sgn(z) = {

a uvazujme jednodimensionalni stochastickou diferencialni rovnici
t
X, = / sgn(Xs) dWs. (45)
0

64V angli¢ting se pro silnou (respektive slabou) jednoznac¢nost nejcastéji pouziva termin “path-
wise uniqueness” (respektive “uniqueness in law”), ¢esk4 terminologie ustalena nenf.

65 Jeho dtikaz lze nalézti napf. v N. Ikeda, S. Watanabe: Stochastic differential equations and
diffusion processes, North-Holland, Amsterdam 1981, §IV.1, nebo (mirné netplny) v I. Karatzas,
S. E. Shreve: Brownian motion and stochastic calculus, Springer-Verlag, Berlin 1988, Proposition
5.3.20.

66Jeho dtikaz je uveden napf. v N. Ikeda, S. Watanabe: loc. cit., nebo v I. Karatzas, S. E.
Shreve: op. cit., Corollary 5.3.23.
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a) Je-li ((£2,.%,(F),P),W, X) libovolné slabé feSeni ulohy (45), pak Xy =0 a
X je spojity martingal s kvadratickou variaci

t t
(X)t:/ \sgn(xs)fds:/ 1ds = ¢.
0 0

Podle Lévyho véty je proto X Wienertiv proces a rovnice (45) ma vlastnost sla-
bé jednoznacnosti. Pro Wienertiv proces oviem plati®” A @ P{X = 0}=0, tudiz
sgn(—X) = —sgn(X) A ® P-skoro v8ude. Odtud

t t
e T
0 0

vidime, ze ((£2,.7,(.%;),P), W, —X) je také slabé FeSeni a rovnice (45) neni silné
jednoznacna.

b) Aby byl priklad zajimavy, je tfeba dokazat, Ze existuje alespoii jedno slabé
feSeni. Bud X libovolny Wieneriv proces, definovany na néjakém pravdépodobnost-

nim prostoru (Z,%, Q). Oznaé¢me (%,X) obohacenou kanonickou filtraci procesu X,
to jest X = o (NUo(X,, 0<r <t)), kde N={N €¥; Q(IN) = 0}. Definujme

t
W, :/ sgn(X;)dXg, t>0.
0

Podle ¢asti a) je W Wienertiv proces a vzhledem k asociativité stochastického in-
tegralu

t t t
/ sgn(X;)dW, = / sgn(Xs)sgn(Xs)dXs = / 1dX, = Xy,
0 0 0

tedy ((Z,9,Q), (4X), W, X) je slabé feseni rovnice (45). Oznacime-li (4V') oboha-
cenou kanonickou filtraci procesu W, lze ukéazat, 7e 7zadné (¢ )-adaptované feseni
rovnice (45) neexistuje; tato rovnice tedy nemé silné feSeni — neznadm vSak Zad-
ny elementérni ditkaz tohoto faktu.®® (Poviimné&me si, Ze v pfedvedené konstrukci
jest 4% D 4V pro pifpadné (¢VV)-adaptované fegeni X by musela platit inkluse
opalna.)

Podotknéme nakonec, ze pokud bychom definovali funkci signum standardné,

1, x>0,
sgn(x)=¢ 0, =0,
-1, =<0,

67Viz J. Stépan: op. cit., Véta VIL.1.11.
681 ,ze konsultovat napf. Example 5.3.5 v jiZ citované knize I. Karatzase a S. Shrevea.
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Slabou jednoznac¢nost nyni vyuzijeme, abychom ukazali, Ze v autonomnim piipa-
dé — to jest, pokud koeficienty nezavisi na ¢ase — je feSeni rovnice (27) homogenni:
zménime-li ¢as, v némz je zadana pocatecni podminka, feSeni se posune, ale jeho
rozdéleni se nezméni, ve smyslu, ktery precisuje nasledujici

Ddsledek 6.11. Necht koeficienty b a o vyhovuji predpokladu 6.1, avsak nezdavisi
na case, to jest, b : R™ — R™ a o : R — M,,,xm jsou lipschitzovské funkce.
Je-li P prechodovd pravdépodobnost definovand rovnici (27), pak

P(s,y,t,A) = P(0,y,t — s, A) (46)

pro vsechna 0 < s <t,y e R™, A € BR™).

Piechodové pravdépodobnosti spliiujici (46) se nazyvaji homogenni. 7 (46) se
snadno odvodi, ze
Ps1p = Poi—sp, Yo €DbA.

Obvykle se v homogennim piipadé klade P(t,y, A) = P(0,y,t, A), Prp = Pyrp.
Operétory (P;):>o pak tvoii semigrupu spojitych linedrnich operatori v prostorech
b# a €,(R™) (to jest, Py = P, Ps, s,t > 0).

Nastin dikazu. Podle definice feseni pro vSechna v > 0 plati

X% ) =y + /0 b(XOY(r))dr + /0 (X% (r))dW (r),
s+uv s+v
X*(s+v) =y + / BX* V() dr + / (X (r)) AW ()

=y+ /OU b(X*Y(s+r))dr+ /OU o( XY (s +r))dW?(r),

kde W#(u) = W{(s + u) — W(s), u > 0, je opét n-dimensionalni Wienertiv proces;
rovnost stochastickych integralt by byla zifejma, kdyby byl integrand jednoduchy
proces, obecny pripad lze ovérit standardni aproximacni procedurou. Ze slabé jed-
noznac¢nosti rovnice (27) plyne, Ze procesy X*¥(s+ ) a X%¥ maji stejnd rozdéleni,
PoX*¥(s+u)"t=PoX% ()"t u>0,
odtud
P(s,y.t, A) = P{X%¥(t) € A} = P{X"¥(t —s) € A} = P(0,y,t — 5, A).

Q.E.D.
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Poznamka 6.9. Dosti restriktivni predpoklady (I), (IT) na koeficienty rovnice
(27) jsme v ¢asti C uzili jen na dvou mistech: pfi diikazu lemmatu 6.4 a k zajis-
téni (lokalni) jednoznafnosti rovnice (27). Pfedvedené dikazy lze tudiZz uzit i na
obecnou rovnici (44) s libovolnymi borelovskymi koeficienty, pokud jsme schopni
ovéFit jednozna¢nost a spojitou zavislost na po¢ate¢ni podmince (toho typu, ktery
je uvazovan v lemmatu 6.4). VSechny vysledky zistavaji tedy v platnosti napt. pro
rovnice s lokalné lipschitzovskymi koeficienty nejvyse linedrniho rtstu.

Markovska vlastnost feSeni stochastické diferencialni rovnice je ovSem — zhru-
ba teceno — diisledkem slabé jednoznacnosti a zadné predpoklady o koeficientech v
podstaté nejsou zapotiebi. Diikazy prislusnych tvrzeni vSak vyzaduji nové myslenky
a nejsou tak elemantarni jako ivahy nami predvedené. Zakladni vysledek je nasle-
dujici:%9 ma-li rovnice (44) s borelovskymi koeficienty pro kazdou deterministickou
pocatecni podminku slabé jednoznac¢né slabé Teseni, pak maji vSechna jeji feSeni
markovskou vlastnost s prechodovou pravdépodobnosti definovanou ocekavanym
zpusobem.

Uziti markovské vlastnosti ilustrujme alespon jednim jednoduchym prikladem,
ktery doplnuje vysledky z kapitoly 3.
Priklad 6.2. VySetiujme lineadrni rovnici

dX = {At)X +b(t)} dt + o(t) dW (47)
predpokladajice, ze W je n-dimensionélni (.%;)-Wieneriv proces na stochastické
basi (2,.%,(%;),P)a A: Ry — Muym, b: Ry — R™, 0 : Ry — M, «, jsou
lokélné integrovatelné (to jest, spliuji predpoklad (P) z kapitoly 3). V dtsledku 3.4
jsme ukézali: je-li X FeSeni rovnice (47) s gaussovskou pocateéni podminkou Xy a
je-li t > 0 takové, 7e kovarian¢ni matice o(t,t) je regularni, pak

VU # () otevienou P{X(t) e U} > 0. (48)

Specialné, ozna¢ime-li @ = @(-,0) fundamentdlni matici homogenni rovnice X =

A(1) X,
Mt:/o 5 1(s)o(s)o(s) B L(s)" ds, t >0,

a XY Fefeni rovnice (47) s poc¢atecni podminkou X%¥(0) = y, pak regularita M,
implikuje

Yy € R™ YU #  otevienou P(0,y,t,U) =P{X"¥(t) € U} > 0. (49)

69Pro omezené koeficienty je to dokdzano v D. W. Stroock, S. R.S. Varadhan: op. cit., Theorem
6.2.2; predpoklad omezenosti neni podstatny.
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Nyni tvrdime: je-li M, reguldrni, potom (48) plati pro libovolné feSeni X rovnice
(47). Vskutku, podle (49) a véty 6.7

P{X(t) e U} =EP(X(t) € U| %) = EP(0,X(0),t,U)

:/ P(0,y,1,T7)dP o X(0)~'(3) > 0.

Podobné, vysetiujice jednodimensionalni Ornstein-Uhlenbeckiv proces X defino-

vany rovnici
dX = aXdt +odW (50)

s a < 0,0 #0, jsme ukazali, Ze
Tim Ef(X)) = / FAN(0,00) Vf€DAR), (51)

pokud ma feSeni X gaussovskou pocateéni podminku. (P¥ipomenime, ze 470, 05)
znacime gaussovskou miru na R s nulovou stfedni hodnotou a rozptylem o,, =
—0?/(2a).) Specidlné Ize (51) uziti na feseni X ¥ s poc¢ateéni podminkou X%¥(0) =
y € R; dostaneme

o)

Jim Poi f(y) =/ fAAN(0,000), yER

— 00

Z toho lze uz usoudit, ze (51) plati pro libovolné FeSeni X rovnice (50). Vzhledem
k markovské vlastnosti

EF(X,) - / T FAN (0, 0m) = EE(F(X1) | F0) — / T FAA (0. 0x)

— 00 —

—ER (o) - [ FAX(0.0)

= /oo Po, f(y)dP o X5 (y) — /_oo fdA (0, 00)

— 00

= [t - [ raroe] o xiiw

— 00 — 00
a uzijeme vétu o majorisované konvergenci.

D. Markovské procesy se zadanvmi lokdlnimi charakteristikami. Jednim z klasi-
ckych prikladid motivujicich vySetfovani spojitych markovskych procesi v R™ je
popis difuse mikroskopickych c¢astic v mediu. Pro jednoduchost zapisu uvazujme
jednodimensionélni pfipad, necht je uvazovana difuse popsana procesem (X;). Sle-
dujme c¢astici, kterd se v c¢ase s nachéazela v bodé y, a hledejme pozorovatelné
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charakteristiky jejiho pohybu. Posunuti ¢astice za maly cas h lze priblizné popsat
vztahem

X (s+ h) —y = (rychlost ¢astice v ¢ase s a bodé y) x h + ndhodné fluktuace.

Rychlost ¢astice v ¢ase s je podle definice

X(s+h)—y

Y

L X(s+h)—-X(s) .
rychlost = %1_{% h = }111)% N

tato limita ovSem nemusi existovat, jak ukazuje priklad Brownova pohybu. Jsou-li
nahodné fluktuace centrované, lze spise ocekavat, ze bude existovat stfedni hodnota
rychlosti (“primér pies ansambl ¢astic”)

= lim ES,?JX(S + h) -y
h—0 h

. X(s+h)—y
Jim E.., (T)

= lim — /(z—y)P(s,y,s—I—h,dz).

Nejjednodussim popisem fluktuaci (“lokdlniho rozptylu trajektorii vychéazejicich z
bodu y”) je stiedni posunuti Eg (X (s + h) — y)?, které pro mald h chceme aproxi-
movat linearni funkei:

Esy (X(s +h)— y)2 = / (z —y)?P(s,y,5+ h,dz) = a(s,y)h, h — 0.

Dalsim prirozenym pozadavkem je spojitost trajektorii, z niz téz plyne, Ze

P(s,y,s+hJy—ey+el) — 1, >0.
110

Je-li tato konvergence dostateéné rychla (“pravdépodobnost nekoneéné rychle se
Sificiho signalu dostateéné mald”), lze pfi vypoctu rychlosti a fluktuaci uvazovat
jen chovani X na okoli bodu y; specidlné, nemusime predpokladat existenci zadnych
moment.

Naznatené tvahy motivuji nasledujici definici, v ni7 zna¢ime B(y,¢) otevienou
kouli v R™ o stfedu y a poloméru ¢ > 0.

Definice 6.5. Bud (X, P, ,) markovsky proces v R™ se spojitymi trajektoriemi
a s prechodovou pravdépodobnosti P. Necht existuji funkce b : R, x R™ — R™,
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a:Ry xR — M, ., tak, 7e pro vSechna s > 0, y € R™ a ¢ > 0 plati

) 1 m _
(52) N 2 P(s,y,s 4R\ B(y,2) = 0,
. 1
(53) B o [ )Pl + hdz) = bs.),
B(y,e)
1 . B
(54) B o [ o) P+ hds) = als.y)
B(y,e)

Potom pravime, 7ze X je difusni proces s driftem (lokdlnim posunutim) b a s matici
difuse a. O funkcich b, a hovorime jako o lokalnich charakteristikach procesu X.

Pro tplnou jasnost piepisme jesté (54) po slozkach:

1
hh%l ﬁ / (Zl_yl)(’z]_yJ)P(S’y’s—l-h?dz) :aij(s,y)a 1 S%]Sm
—0+
B(y,e)

Povsimnéme si, ze definice 6.5 klade omezeni hlavné na prechodovou pravdépodob-
nost, vlastni proces do ni vstupuje pouze pozadavkem spojitosti trajektorii.

Je tfeba varovat, ze pojem difusni proces je uzivan riuznymi autory v nejroz-
manité&jSich kontextech, nékdy s ponékud vignim vyznamem (¥eSeni “rozumné”
stochastické diferencialni rovnice, silné markovsky proces se spojitymi trajektorie-
mi, markovsky proces definovany lokalnim diferencidlnim operatorem 2. fadu, ... ).
Uvedend definice je trochu staromodni, ale je intuitivné nazorna.

Nejprve odvodime jednoduché postacujici podminky pro platnost (52)—(54), ap-
likovatelné na procesy X majici momenty dostatecné vysokého radu.

Lemma 6.12. Bud P prechodovad pravdépodobnost v R™ takovd, Ze pro néjaké
6 >0 avsechna s >0 ay e R™ plati

) 1 246 _

Jim [ ey g d) =0, (55)
) 1

i [ (= )Pl had) = M), (56)
1 . B

i [ () 0 Pls,gs - hdz) = als. ). (57)

Potom jsou splnény pozZadavky (52)—(54) z definice 6.5.

Dukaz. Zvolme s > 0, y € R™ a £ > 0 libovolné pevné. Predpoklddajice (55)
dostaneme

1 11 ors
E / P(S,y,8+h,d2)§€2+6 E/RHHZ—?JH P(S,y,8+h7dz)h—w>0
{llz=yll>¢}
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podle CebySevovy nerovnosti, tedy (55) implikuje (52). Podobné pro j = 1,2 plati

1 .
1 / I2 =yl P(s. s + hd2)

h
tllz—yll==}

1 1
S 5 /Rn Iz = ylI**°P(s,y, s + h.dz) T 0,
tedy za predpokladu (55) je (53) ekvivalentni s (56) a (54) s (57). Q.E.D.
Definice 6.5 vyvolava pfirozenou otdzku: jsou-li dany funkce b a a (vyvozené napt.
z fysikdlnich experimentil), existuje difusni proces s lokdlnimi chrakteristikami b,
a? (PovS§imnéme si, 7e definice 6.5 klade na funkce b, a jediné apriorni omezeni:
matice a(s, y) musi byt pro vSechna (s, y) symetrickd positivné semidefinitni.) Prvni
navrzené feSeni tohoto problému bylo analytické (A. N. Kolmogorov, W. Feller,
30. léta dvacéatého stoleti). Predpokladejme, 7e hledany difusni proces existuje,
pak lze za vhodnych predpokladi na funkce b a a dokazat, Ze jeho prechodova
pravdépodobnost P ma hustotu vici Lebesgueové mite,

P(s,y,t,A):/p(s,y,t,z)dz, 0<s<t,yeR™, Aec A,
A

a funkce p(-,-, t, z) Tesi rovnici

Ip 1 — 0%p u“ op
" N IYAGE bl ’ =0 o8

s koncovou podminkou
lm p(s,y,t,-)A =0,

s—t—

ve smyslu vagni konvergence mér, to jest

lim [ f(2)p(s,y.t,2)dz = f(y)

s—t— Rm

pro kazdou f € €(R™) s kompaktnim nosi¢em. (To je tzv. Kolmogorovova zpét-
na (backward) rovnice.) Naopak, jsme-li pro dostateéné regularni koeficienty a, b
schopni vyfesit rovnici (58) s prislusnou koncovou podminkou a ukazat, 7e nale-
zené Teseni ma vlastnosti prechodové hustoty, pak lze definovat markovsky proces
procedurou z véty 6.2 a zavrsit konstrukei diikazem spojitosti trajektorii.

K. It6 (1942) vytvoril theorii stochastickych diferencidlnich rovnic jako alterna-
tivni, pravdépodobnostni methodu konstrukce markovskych procesii.”® Uvedeme si
nyni jeden vysledek v tomto sméru. Vratme se opét k rovnici

dX = b(t, X)dt + o(t, X) AW, (27)

"ONezévisle pravdépodobnostni konstrukei difusnich procesit nalezl W. Doeblin. Doeblinova
pozoruhodna prace viak byla opublikovana az v roce 2000, Sedesat let po autorové smrti, a neméla
vliv na dalsi vyvoj.
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jejiz koeficienty vyhovuji podminkdm (I), (IT) linedrniho ristu a lipschizovskosti v
prostorové proménné z predpokladu 6.1. Vime, Ze (27) definuje markovsky proces
se spojitymi trajektoriemi a s pfechodovou pravdépodobnosti

P(s,y,t,A)=P{X*¥(t) e A}, 0<s<t yeR", Aec P, (28)

kde stéle znac¢ime X ¥ feSeni (27) s pocateéni podminkou X*¥(s) = y.

Véta 6.13. Budteb: Ry xR™ — R™ a0 : Ry XxR™ — M,,,x,, spojité funkce
takové, Ze jsou splnény predpoklady (1), (IT). Potom je markovsky proces definovany
rovnici (27) difusni proces s driftem b a matici difuse oo*.

Pred vlastnim ditikazem pripomenme nékolik tvrzeni. Ve vété 2.1 jsme dokazali,
ze pro vSechna p > 2 a T > s existuje konstanta C' = C'(p, T, K,) tak, Ze

E sup [[X*¥(n)[” < C(1+ [yll”). (59)
s<r<T

Déle je nAm znamo (srovnej formule (33) a (34)), 7Ze rovnost

Ef(X*Y(t)) = f(2)P(s,y,t,dz), 0<s<t, zeR™, (60)
Rm
plati pro kazdou f € b#4. Bud nyni f : R™ — R borelovska funkce polynomialniho
rustu, to jest

da>03dL < oo VzeR™ |f(2)] < L1+ |2]%), (61)

tvrdime, 7e formule (60) opét plati. Odhady (59) a (61) zajistuji kone¢nost levé
strany v (60), bez jmy na obecnosti proto mtizeme predpokladat, ze f > 0. Potom
existuji omezené borelovské funkce fy > 0 (pro které (60) plati) tak, ze fn " f
na R™, tudiz (60) plati i pro funkei f podle Leviho véty.

Dtkaz véty 6.13. Zvolme pevné s > 0, y € R™, polozme a = oc*. Uzijeme-li
rovnost (60) a lemma 6.12, vidime, 7e sta¢i dokazat

1 4
1 — Sy — =
Jim hEHX (s+h)—yl =0, (62)
1
1 — Sy — =
hlirglJr hE(X (s+h)—y) =b(s,y), (63)
T E{ (X754 0) ) (s W) )} =alsn) (6D
pro 1 < 4,5 < m, kde jsme oznadili X¥ = (X7Y,..., X5¥)*. Podle lemmatu 6.4

existuje konstanta C’" < oo takova, 7e pro h € [0, 1] plati

E|| X% (s + h) —y||" < C'R2(1+ [|y||*),
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odtud (62) p¥imo plyne. Ovéfime (63):

reeests e m -y = 1el [Toxseyars [ ot xsenawin)

1 S+h
= EE/ b(r, X*¥(r))dr

1
= E/ b(s + hv, X*Y(s + hv)) dv.
0

Vzhledem ke spojitosti b a spojitosti trajektorii procesu XY

: sy _
hli)I(I]l+ b(s + hv, X*¥Y(s + hv)) = b(s,y)

pro A @ P-skoro vSechna (v,w) € [0,1] x £2, odtud

1
lim E/ b(s 4+ hv, X*¥(s + hv)) dv = b(s, y),
h—0+ 0

jezto integrand vlevo méa vzhledem k ptedpokladu (I) a k (59) integrovatelnou
majorantu K, (1 + sup,c,< ;1 [|[X*¥(r)||) nezavislou na h € ]0,1], tim je (63) do-
kézano. K diikazu (64) fixujme 4,5 € {1,...,m}, uZitim Itdovy formule na funkci
u € €*(R™), u(z) = z;z; dostaneme

Eu(X*Y(s+ h)) —u(y) = EX"Y(s+ h)X;’y(s + h) — vy,

7 2

s+h
- {@“X”VWW%m+mmxwv»W%m
+ Z Uik(r, Xs’y(r))ajk(r, Xs,y(r))} dr
k=1
s+h
+ E/ < dW(r)
s—}-hs
€ {@“X”“WWW0+mmxwv»wwm
+ agj(r, Xs’y(r))} dr.
Postupujice jako v ditkazu formule (63) odvodime

. 1 s, s,
hg& EE{XZ' (s +h) XY (s+h) — yz’yj} = bi(s,y)y; +b;(5,y)yi + aij(s,y)-
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Odtud

. 1 s, S,
Ji E{ (X)) (X5 4 1) = )

= bi(s,y)y; + bi(s,y)yi + aii(s,y)

. 1 s,
— s Jim FE(XT(s + 1)~ )

. 1 s,
—Yi hgrg+ EE(Xj Y(s+h)—yj)

- aij(svy);

pricemz posledni rovnost vyplyva z (63). Q.E.D.

Véta 6.13 ¥ik4, Ze feSeni rovnice (27) je difusni proces s lokdlnimi charakteristika-
mi b a oo*. Ptivodni tiloha byla ovsem ponékud odlisna: mame zadany funkce b a a a
hleddme difusni proces s lokalnimi charakteristikami b a a. Abychom ho mohli zistat
FeSenim rovnice (27), musime umét faktorisovat matici a do tvaru a = oc*, to obec-
né neni snadné. Pfimo 7 definice difusni matice plyne, 7e a(s,y) je symetrickd posi-
tivné semidefinitni matice pro vSechna (s,y) € Ry x R™. Pro kazdé (s, y) tedy exi-
stuje jedina symetricka positivné semidefinitni matice (s, y) = a'/?(s,y) € My xm
takovd, 7e 0%(s,y) = a(s,y). Neni viak a priori zfejmé, zda je funkce x — o(s, )
dostatecné regularni, aby bylo mozno fesit rovnici (27). Ocitujme proto dva zaklad-
ni vysledky v tomto sméru,”! pro zjednodugeni je zformulujeme jen v autonomnim
pripadé, kdy matice a nezavisi na case. Situace je relativné prehledna v regularnim
pripadé, je-li a uniformné positivné definitni.

Bud'a : R™ — My, «m lipschitzovskd funkce takova, Ze matice a(x) je symet-

rickd pro kaZdé x € R™ a existuje a > 0 takové, Ze (a(x)0,0) > al|f]|* pro

viechna x,0 € R™. Potom je funkce a'/? : R™ —— M, xm také lipschitzovskd.
Odtud 1ze ihned nahlédnout, Ze pro a lokalné lipschitzovskou s hodnotami v sy-
metrickych positivné definitnich maticich (tj. (a(x)0,6) > 0 pro vSechna 6,z € R™,
6 # 0) je a'/? lokalné lipschitzovska. Situace se komplikuje, pokud matice a mtize
degenerovat, plati vSak véta (M.I. Freidlin; R.S. Phillips & L. Sarason, 1968):

Bud'a € €*(R™;M,,,x., ) takovd, Ze a(x) je symetrickd positivné semidefinitni

pro kazdé x € R™. Potom je funkce a'/? : R™ — My, xm lokdlné lipschitzov-

ska. Jeslize navic

sup sup
z€R™ 1<i,j.k,I<m

< 00,

82aij (E‘)
3l’kal’l

potom je funkce a'/? lipschitzovskd na R™.
71Cf. D. W. Stroock, S.R.S. Varadhan: op. cit., Theorems 5.2.2, 5.2.3; nebo A. Friedman: Sto-

chastic differential equations and applications, Vol. I, Academic Press, New York 1975, Theorem
6.1.2.
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Piedpoklad %2-hladkosti nelze obecné oslabit: necht m = 1, definujme a(x)
2|2~ pro libovolné malé ¢ > 0. Potom a ¢ %2, a vskutku odmocnina a'/?(z)
|2|'=%/2 neni lokaln& lipschitzovské funkce.
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7. EXPONENCIALNI MARTINGALY

M&jme pevné zvolenu stochastickou basi (2,.%, (.%;), P) s filtraci spliwjici (UC).
Motivaci vysledki uvedenych v této kapitole je hluboka Girsanovova véta:

Véta 7.1. (I. V. Girsanov, 1960) Bud W n-dimensionalni (.%;)- Wieneriv pro-
ces a X progresivné meéritelny n-dimensionalnit nahodny proces takovy, zZe X €
L2([0,T); R™) P-skoro jisté pro néjaké T > 0. PoloZme

t 1 t
Gix) e ([ xraw -3 [xras). o<, 1)
0 0

a predpokladejme, Ze
EGr(X)=1. (2)

Bud P pravdépodobnostni mira na Fr s hustotou Gp(X), to jest dP = Gp(X) dP.
Definuyme

t
Wt:Wt—/XSdS, OStST
0

Potom je (W, 0 < t < T) n-dimensiondlni (.Z,)- Wieneriv proces na pravdépodob-
nostnim prostoru (2, %, P).

Kazdé uziti véty 7.1 je podminéno ovéfenim piedpokladu (2), coz zpravidla nelze
provést na zakladé definice (1). Tuto kapitolu proto vénujeme postacujicim podmin-
kdm pro platnost (2). Pfitom se ukaze, Ze mnohdy neni podstatny specidlni tvar
procesu G(X) a misto stochastickych integrali lze vySetfovat libovolné spojité lo-
kalni martingaly.

Bud M spojity lokalni martingal, My = 0, jeho exponencialu™ definujeme vzta-

hem )
&E(M)e = GXP(Mt - §<M>t>, t>0.

Proces G(X) definovany rovnosti (1) je zfejmé specidlnim piipadem:

G(X):é’(/O-X*dW).

Itéova formule pro semimartingaly pravi, ze
1
Af(Y) = FY)AY + 2 f' (V) d(y), (3)

72B&7né& uzivané ndzvoslovi je znainé pestré: pro odlieni{ od standardni deterministické ex-
S g . C ., ., , PR
ponenciadlni funkce se hovofi ¢asto o stochastické exponencidle, o exponencidle Doléansové ¢i o
exponencidlnim (lokdlnim) martingalu piifazeném M.
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kdykoliv f € €?(R) a Y je (realny) semimartingal se spojitymi trajektoriemi. Uzivie
(3) na funkci f : r — e” a proces Y = —1(M) + M dostaneme

d&(M) = —%é"(M) A(M) + &(M)dM + %g(M) a(y)
— £(M)dM,

nebot ziejmé (Y) = (M). Oc¢ividné &(M )y = 1, tudiz
¢
é"(M)tzl—{—/ E(M)sdMs, t>0. (4)
0

Nyni je zfejmé, pro¢ proces &(M) nazyvdme exponencidlou: (4) je obdoba deterministického
vztahu

t
etzl—i—/ e®ds, teR.
0

Z formule (4) ihned plyne, Ze &(M) je spojity lokdlni martingal. Jelikoz & (M) >
0, je &(M) také supermartingal a ES (M), < E€(M)o = 1 pro vSechna t > 0.
Skutec¢né, polozme

7(n) =inf{t > 0; &(M), = n},

potom 7(n) /oo P-skoro jisté a (&(M).xrmn)) je omezeny lokdlni martingal, tedy
martingal. Proto

E(g(M)t/\T(n) ‘ gs) = éo(M>s/\T(n)7 0<s<t, n=>1

Limitnim piechodem n — oo ziskdme podle Fatouova lemmatu’® supermartingalo-
vou vlastnost

E(&(M), | ) <EM),, 0<s<t
Supermartingal &(M) je martingal, pravé kdyz

ES(M), = E&(M)y =1, t>0.

Daéle, &(M) je nezéaporny supermartingal, podle martingalové konvergenéni véty
proto existuje &(M )., € L*(P) tak, Ze &(M ), — & (M)~ P-skoro viude piit — oo
a proces (&(M);, 0 <t < 00) je supermartingal. & (M) je stejnomérné integrovatel-
ny martingal, pravé kdyz E& (M)~ = 1. Pro libovolny (obecné [0, oo]-hodnotovy)
markovsky ¢as v je ndhodna veli¢ina &(M), dobfe definovana a ES (M), < 1;
ES€(M), = 1 plati, pravé kdyz je (&(M )in~)e>0 stejnomérné integrovatelny mar-
tingal. (Jezto ziejmé & (M.py) = &(M).p+, stacilo by v dalsim vzdy uvazovat jen
pripad v = +00.)

73Fatouovo lemma pro podminéné st¥edni hodnoty lze nalézti nap¥. v J. Stépan: Teorie prav-
dépodobnosti, Academia, Praha 1987, Tvrzeni VI.1.28.
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Nasim cilem je nalézti podminky implikujici, Ze exponencialni lokalni martingal
& (M) je martingal. Prvym hlavnim vysledkem je nasledujici

Véta 7.2. Necht je M spojity lokdlni martingal, My = 0, a v markovsky cas.
Predpokladejme, Ze

Eexp<1;€<M>y> < 5 (5)

pro vsechna ¢ € }O, %[ a plati

. 1—¢
61_1)r(r)1+elogEeXp< 5 (M>7> = 0. (6)

Potom E& (M), = 1.
7, véty 7.2 ihned vyplyva uzitecny

Dusledek 7.3. (A. A. Novikov, 1972) Je-li M spojity lokdlni martingal, Moy = 0,
v markovsky cas a plati-li

Eexp( 501, ) <. 7)

pak E€ (M), = 1.

Poznamka 7.1. Faktor % v Novikovové podmince je v jistém smyslu optimalni:
K libovolnému o € ]0, 1[ 1ze nalézti martingal M takovy, Ze E exp(o(M)s) < 00, ale
& (M) neni stejnomérné integrovatelny martingal. Vskutku, bud B jednodimensio-
nalni Wienertiv proces, naleznéme a € ]0, 1] takové, ze o = a?/2, polozme

T=inf{t >0; B, —at = —1}

a definujme M; = Biar, t > 0. Zfejmé je 7 markovsky ¢as konecny P-skoro jisté a
Mo =B, =ar—1, (M) = (B), = T, proto

odtud
2

1 1 1 a
E€ (M) = B Eexp((a - 5)7) < - Eexp<57>.
Ovsem aM je opét spojity lokdlni martingal, takze

1>E&(aM)s = Eexp(aBT — %27) =e “E exp(a;T).
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7 toho plyne

2 2
Eexp(o(M)a) = Eexp( G (M) ) = Eexp(57) < e < o,

zaroven ovsSem plati
ES(M), <e* ! <.

Ditkaz véty 7.2 je zaloZen na nasledujicim lemmatu:™

Lemma 7.4. (R.S. Lipcer & A.N. Sirjajev, 1972) Bud M spojity lokdlni mar-
tingal, My = 0, a v markovsky cas. Necht existuje ¢ > 0 tak, Ze

Eexp<1;€<M>7> < 0. (8)

Potom E& (M), = 1.

Dukaz. Bud 7 < v libovolny markovsky ¢as. Vzhledem k predpokladu (8) je
(M), < (M), < oo P-skoro jisté, tudiz M, je dobie definovand ndhodna veli¢ina
podle poznamky 4.3.7 Budte p,r > 1 zatim té7 libovolna. Potom

E€(M)? = Eexp <pMT - £<M>T)

Sl zp?“”*) e (M) ) |
<ol 25 o0 el on.))
- @rny (sen ()

< (Eexp(p; fr__J)(M% >‘

na tretim radku jsme vyuzili Holderovu nerovnost, na predposlednim skutec¢nost,
ze &(prM) je supermartingal, na poslednim neklesajici trajektorie procesu (M).

T4V&tu 7.2 dokdZeme postupem piejatym z preprintu N.V. Krylov: A simple proof of a result
of A. Novikov, jenz je vystaven na adrese http://arXiv.org/abs/math/0207013.

757 lemmatu C.2 dokonce vime, Ze (M¢ar) je stejnomérné integrovatelny martingal, nebot z
predpokladu (8) plyne E(M), < oo.
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Necht nyni p =1+ 6, r = 1 + /4 pro néjaké § > 0, potom

pripr —1) (146 + V6 +6V8)(6 + V6 + 6V0)
20r—1) 2V/0
14 2V6 4 36 + 36V + 262 + 62V/8
- . :

Lze tedy zvolit 6 > 0 tak, aby

pripr—=1) _1+¢
20r—1) — 2

pii této volbé & (a p) podle (8) plati

sup ES(M)? = L < o, (9)
<Y

kde supremum bereme pres vSechny markovské casy 7 < v. Podle lemmatu C.4 je
(€(M)ny) >0 stejnomérné integrovatelny martingal, z ¢ehoZ jiz dokazované tvrzeni
plyne. Q.E.D.

Podotknéme, 7e dilkkaz lze na zdkladé (9) bez obtizi dokoncit i pifimo, bez uzit{ lemmatu C.4:
Existuje lokalisujici posloupnost {r(n)} omezenych markovskych ¢asti tak, ze (&(M)ipr(n)) jsou

p

omezené martingaly, tedy (@@(M)t/\‘r(n)

) jsou submartingaly. Pomoci Doobovy maximéaln{ nerov-

nosti a (9) odvodime
P Y P r_Y
Eilzlpo EMinr(miny < <p - 1) BN myny < <p - 1) L

takZe podle Leviho véty o monotonni konvergenci také
P r_\
Esup &(M)p,, < (j) L < oco. (10)
t>0 p

Proces (&(M)iar(n)) je martingal, tudiz ES(M),(nyny = 1. Ziejmé E(M)r(nyay — E(M)y P-
skoro jisté pii n — 00 a sup;> &(M)iay € L'(P) podle (10), proto podle véty o majorisované
konvergenci E€(M) = 1.

7 lemmatu 7.4 jiz vétu 7.2 snadno odvodime.
Dukaz véty 7.2. Vzhledem k piedpokladu (5) pro ¢ € |0, 1/2[ plati

Eexp(1 i €<(1 - 25)M>7) = Eexp<(1 + 6)(21 —2)° (MM)
= Eexp(1 — 6(32_ %) (M>7) < 00,

jelikoz 3 — 4e? > 1. Proces (1 — 22)M tedy spliiuje piedpoklady lemmatu 7.4 a
E€((1 - 25)M)7 = 1. (11)
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Podle Holderovy nerovnosti

E€((1—2¢)M),
= Eexp((1 - 2)M, - @WM)

= E{exp((l — 25)]\47 — @(Mh) eXP(M(‘]WM)}

(e )} e 520
= (esn,) " (Eow(* ‘22€<M>v)>25 )

Uvédomme si, ze piedpoklad (6) znamena

lim (Eexp(1 S €(M>7)>€ —1. (13)

e—0+
Uzivajice (11) a (13) limitnim pfechodem ¢ — 0+ z (12) odvodime

ES€(M), > 1,

opacna nerovnost plati vzdy. Q.E.D.

Poznamka 7.2. Pfi peclivém pohledu na dikaz véty 7.2 lze rozpoznat, Ze véta zistava v
platnosti, oslabime-li (6) na

1—c¢
2

liminfslogEexp( <M>7> < oo.
e—0+4

Ditkaz vyzaduje modifikaci az v poslednim kroku, kdy pfi pevné zvoleném N > 0 odhadneme
ES((1—20)M) = E{1{(ary, <nyE((1 = 26)M)_} + E{L(ay, >3y E((1—20)M) _}

< ('565"(]\4)7)1_26 <E1{(M)7§N} eXP( ! _225 (MH))QS

+ (E1{<M)7>N}<§’(M)7)1_26 (Eexp(l _22€<M>7)>267

takze provedse nejprve vhodnym zptsobem limitni prfechod ¢ — 0+ a poté N — 400 obdrzime
opét E€(M)y > 1.
Poznamka 7.3. Disledek 7.3 pFipousti nasledujici zesileni (N. Kazamaki, 1977):
Bud M spojity lokdlni martingal, My = 0, a v markovsky c¢as takovy, Ze

1
supEexp(—MtM> < 0. (14)
>0 2
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Potom E€(M)., = 1.7°

Povsimnéme si nejprve, 7e (14) je slabsi predpoklad, nez (7): podle Holderovy
nerovnosti

Eexp(%MtM> = E{exp(%th — i<M>t/\’y) exp(i(Mﬁ/w)}

< (E 6XP<Mt/w - %<M>t/w> >% <E eXp<%<M>t/w) >%

_ (Eg(M)m)% (E exp(% <M>m)>%

< (emm(bon))

tudiz (7) implikuje (14). Opa¢né implikace neplati: bud’ B jednodimensionalni Wie-
nertiv proces, polozme o = inf{t > 0; B; = 1}, potom E exp(Bir,/2) < exp(1/2) <
o0. Podle tvrzeni 0.4 viak Eo = oo, tim spiSe Eexp((B),/2) = Eexp(c/2) = + 0.

Pravé uvedeny piiklad ndm téZ umoziiuje ukizat, e supremum v (14) nelze vynechat, tedy Ze
1
Eexp(5Mv) < oo (15)

miiZe platit pro kone¢ny markovsky ¢as v, aniz by E€ (M), = 1. PoloZzme totiz 7 = inf{t > 1; By =
1}, potom jisté Eexp(Br/2) = exp(1/2) < oco. (Uvédomme si, Ze odhad Bia+ < 1 nyni odvodit
nelze, jelikoZ na intervalu ]0, 1[ proces (Biar) nijak nekontrolujeme.) ProtoZe plati Br = B, = 1,
T>0aP{r>0}>0,jest

1 1
E&€(B)r = Eexp(BT — 57’) < Eexp(Bg — 50) =1.

Nékdy lze s vyhodou uZiti skutec¢nost, ze predpoklad (14) z (15) vyplyva, je-li (M¢a~) stejnomér-
né integrovatelny martingal. Diky stejnomérné integrovatelnosti a konvexité funkce exp je totiz
(exp(Min~/2), 0 <t < oo) submartingal, takze Eexp(Miay/2) < Eexp(M,/2) pro kazdé ¢t > 0.
Poznamka 7.4. VSechny dosud uvedené postacujici podminky zarucovaly stej-
nomérnou integrovatelnost exponencialniho martingalu. Je ovSem dobie mozné, aby
& (M) byl martingal, nikoliv v8ak stejnomérné integrovatelny. Kupfikladu, je-li B
opét jednodimensionalni Wienertiv proces, jest &'(B) martingal, jak snadno plyne
z Novikovova kriteria (uzitého pro deterministické markovské ¢asy v = T € Ry).
Pokud by byl stejnomérné integrovatelny, existovala by ndhodna veli¢ina Z tak, ze
&(B); — Z pii t — oo skoro jisté a v L1, specialné by platilo EZ = 1. AvSak

: 1 : B, 1
Jim exp (B~ 51) = im exo(1( - 5)) =0

"6Ditikaz, zalozeny na téze myslence jako diikaz véty 7.2 a jen o malo méné piehledny, lze
nalézti v jiz citovaném preprintu Krylovové.
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skoro jisté, protoze podle zdkona velkych ¢&isel ¢ B, — 0 pro t — oo skoro jisté.

Vratme se k exponencidlnim lokdlnim martingalim tvaru (1). Novikovova pod-

minka tika, ze
1 (T
Eexp(E/ ||XS||2dS> < 00 (16)
0

implikuje EGp(X) = 1. Leckdy vSak mtze byt vyhodnéjsi pracovat s predpoklady o
samotném procesu X, nikoliv o jeho integralu. Predpoklad existence 6 > 0 takového,
ze
sup Eexp (6] X:[]?) < oo, (17)
0<t<T

1ze ku piikladu pro gaussovské procesy X ovéfiti snaze nez (16). UkdZeme proto,
ze (17) také postacuje k platnosti (2). Zvolme déleni 0 =t < t; < ... <t =T
intervalu [0, T] takové, Ze

max ‘tj_+_1 — tj‘ S 26.
7j=0,...,k—1

Podle Jensenovy nerovnosti’’

1 [l 1 Ll ¢ .
exp(3 [ I s) = en( s [ PR

J J

1 tit tiv1 —t;
< [ e () as
tit1 —1; t; 2
1 tit1 )
T [ e 1) s
L1 =t Jy,

pro 7 =0,...,k — 1. Definujme lokalni martingaly
t
Mj(t):/ X:dW,, 0<t<T, j=0,...,k—1.
tAL;

Vzhledem k (17)

1 1 [li+ .
Eexp<§<Mj>tj+1) = Eexp 5 | Xs||” ds

tj

1 ti+1
7/ Eexp (8]|X]]?) ds
L1 =t Jy,

< sup Eexp (6]|X]]?) < o0
0<s<T

7TViz nap¥. J. Stépan: op. cit., Véta I1.2.6.
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a podle disledku 7.3 jsou (cg"(Mj)t, 0<t< tj+1) martingaly, 7 = 0,...,k — 1,
procez

E(&(M))i,p | Fr,) =EM;), =1, j=0,....k—1 (18)

ti1

Nyni muzeme spocitat

T 1 /T
Eexp(/ Xrdw, — —/ ||Xs||2d8>
0 2 Jo

k=l et 1 k=l etjp
:Eexp(Z X:dWS—§Z/ ||Xs||2d8>
j=0"1i

j=0"ti

kol ti+1 1 [li+
_ * 2
—E H exp( : Xrdw, — 5/t | X || ds>

J

7=0
k—2
=E H g(Mj>tj+1
7=0
— Eg(M())tl — 1,

pricemz rovnost mezi t¥etim a druhym fadkem od konce plyne dosazenim z (18).
Shrnuto:

Véta 7.5. (I. I. Gichman & A. V. Skorochod, 1968) Bud W n-dimensionalni
(F1)-Wieneriv proces a X progresivné méritelny R™-hodnotovy ndhodny proces
spliugici || X|| € L2([0,T]) P-skoro jisté pro néjaké T € Ry . Predpoklidejme, Ze
existuje 6 > 0 tak, Ze

sup Eexp (8]|X[]?) < oc.
0<t<T

T {7
E exp / X;‘dWS——/ | Xs[I?ds | = 1.
0 2 Jo

Potom
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V kapitole 5 (v zavérecné odboéce) jsme jiz ukizali typické uziti Girsanovovy véty p¥i konstrukei
slabého feSeni rovnice

dX: =b(X)dt +dWy, Xo=z€eR", 0<t<T, (19)

kde b : R — R" je borelovsk4 funkce. Studium rovnice (19) vede na vySetfovani exponencidly
lokédlniho martingalu

t
Ng:/ b(z 4+ Wo)*dW,, 0<t<T.
0

Disledek 7.3 je mozno snadno uziti pro omezeny drift b, zatimco vétu 7.5 pro b linearniho ristu.
Vzhledem ke specidlnimu tvaru lokalnfho martingalu N lze v8ak rovnost E€(N®)r = 1 dokizat
i za podstatné slabsich predpokladid na b. Ocitujme na ukazku dva dutlezité vysledky:

(a) H.J. Engelbert a W. Schmidt ukizali,”® 7e z

T
sup E/ ||b(y+W5)||2ds < oo
yeR™ 0

plyne E€(N?*)7r = 1 pro viechna x € R™.
(b) (N.I. Porténko, 1974) Bud b : [0, T] x R™ — R" borelovsk4 funkce takovd, Ze

[ ([ ewpeac) ™ ay < oo (20)

n
a4 5 Potom™?

2q —

pro néjakia ¢ > 1 ar >

T 1 T
Eexp(/ b(s,xz + Ws)*dWs — 5/ (s, z + Ws)||? ds) =1, z€eR™
0 0

Pov§imnéme si, Ze v autonomnim p¥ipadé se pfedpoklad (20) redukuje na ||b|| € LP(R™) s p > n.

78H.J. Engelbert, W. Schmidt: On exponential local martingales connected with diffusion
processes, Math. Nachr. 119(1984), 97-115, Theorem 2.11.

" Drikaz uvedené verse Porténkova kriteria si lze vyhledat v knize N.V. Krylov: Introduction
to the theory of diffusion processes, Amer. Math. Soc., Providence 1995, Theorem IV.3.5(c).
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N=1{0,1,2,...}

Q
R
R-f— = [0,00[
Q =Ry N
C

a Ab=min(a,b)
aV b =max(a,b)

inf) =+

Man
Man(C)
A*

Tr A

I'=1T, = (6i)ij=1

Q

()= (5o )mn

]| =z, x)
1A
[[A]lop

(150 8n]

Komentar:

1/2

APENDIX A. OZNACENI

mnozina prirozenych cisel

mnozina racionalnich ¢isel

mnozina realnych c¢isel

mnozina vSech nezapornych realnych cisel
mnozina vSech nezapornych racionalnich ¢isel
mnozina komplexnich ¢isel

minimum c¢isel a,b € R

maximum ¢isel a,b € R

(neni-li feceno jinak)

vektorovy prostor realnych matic typu m x n
vektorovy prostor komplexnich matic typu m x n
matice konjugovand k matici A

stopa (Ctvercové) matice A

identicka matice (typu n x n)

standardni skaldrni soucin v R"

(euklidovska) norma vektoru x € R™
Hilbert-Schmidtova norma matice A

norma matice A € M, «,, jako operatoru z (Hilbertova)
prostoru R™ do R™

m X n matice se sloupci sy,...s, € R™

1° 6;; je Kroneckerovo delta:

1 i=]
(5ij:{ . ]
0  i#7,

2° A* = AT = (aji) =121 € Moy pro A = (ai;)/2 =y € My,xp (transpono-

vana matice),

3° A" = (i) € Mpxm (C) pro A = (a;5) € My,xn (C),

4° pro A = (aij)1<ij<m € Myxm Ctvercovou

TrA = zm:aii,
i=1

5° R™ a M, «1 ztotoziiujeme (vektory v R™ chépeme jako sloupcové),

6° pro x = (xq, ...

7xn>*7y: (ylv"' 7yn>* e R"

n n 1/2
(o) =Y ol = (Y#2) "
=1 1

1=
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7° pro A € M, «n

4] = VA4, Allp = sup [[As]ls.

lzll=1

n—oo

o-algebra generovana systémem mnozin .%

o-algebra generovana systémem funkci F'

= O'(UQGA szia) pro c-algebry «,, a € A

indikator mnoziny G

borelovska o-algebra metrického prostoru X

Lebesgueova mira na Z(R™)

gaussovskd mira na Z(R™) se stiedni hodnotou a a kovarianéni
matici Q@ (a € R™, Q € M,,,«,, positivné semidefinitni)

konvergence ndhodnych veli¢in f,, k ndhodné veli¢iné f
podle pravdépodobnosti P

po f~t = f(u) obraz miry u p¥i zobrazeni f

fu=fdu
Ky
Komentar:

mira s hustotou f vzhledem k mife pu
(znaménkova) mira s distribu¢ni funkei f kone¢né variace
nebo (o-konefnd) mira s neklesajici distribuéni funkei f

8° .Z je systém podmmnozin libovolné mnoZiny (2,
9° F = {fa; o € A} systém zobrazeni f, : 2 — (E,,&,) pro méfitelné
prostory (E,, &,), a € A,

10° pro G C 12
1o () 1 xr € G,
Tr) =
“ 0 re N\G.
Z(E) prostor spojitych linedrnich zobrazeni v Hilbertové prostoru E
Ker A jadro linedrniho zobrazeni A € Z(F)
Rng A obraz linearniho zobrazeni A € Z(F)
Lin S linearni obal mnoziny S C F
St orthogonalni doplnék mnoziny S
AC(I) algebra vSech absolutné spojitych realnych funkci na kompaktnim
intervalu I C R
¢ (G) prostor spojitych redlnych funkei na G C R™
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©r(G) podprostor omezenych funkci v € (G)

€r(G) prostor realnych funkei majicich spojité parcialni derivace az do
fadu k véetnd (G oteviend)
b& prostor vSech omezenych &-métitelnych funkci
LP(p) = LP(S,.7, n) viz nize
Komentar:

11° Je-li .# néjaky prostor funkci, klademe

Froc(J) ={f:J — R; Vo € J 3U > x okoli v J tak, ze f € Z(U)},
F(L;R") = {f: (fi,ee s fu) it J— R Vi=1,... ,n f; Ef(])}.

12° Je-li (S,., u) prostor s mirou a 1 < p < oo, zna¢i LP(S,.7, u) prostor (t¥id
ekvivalence) realnych .#-méfitelnych funkci takovych, ze

1/p
1l = ( / |f|pdu> <o, 1<p< oo

| Il () = esssup |f(z)] < oc.
rEN2

13° Obdobné v prostoru LP(u;R™):

1/p
||f||Lp(u)=</S||f||pndu> 1<p<oo

1l Lo (uy = esssup || f(z)|[r~.
rE(?

14° Pii I € B(RY) piseme LP(I) misto LP(I, B(I), \).
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APENDIX B. DVE ELEMENTARNI NEROVNOSTI

Budte aq,...,a, > 0 nezdporna realna ¢isla, p € |1, oo[. Potom
n P n
() <o Xar )
i=1

=1

Nerovnost (1) je velmi specidlnim piipadem Hoélderovy nerovnosti, kterou nyni pii-
pomeneme: Necht je (S,.7, ) prostor s mirou, p, q € [1, 00|, % + é =1, f € LP(u),

g € L9(p), pak fg e L'(p) a

1fgllrey < N llzequlgllze -

To jest, pro 1 < p < oo plati

1/p 1/q
d rd 7d )
/S|fg| u§</slf| u) (/S|g| u>

K dikazu (1) staci polozit S ={1,...,n}, u({i}) =1, f(i) =a;, g(i)=1,1<i <
n.

Pro p € ]0,1] nerovnost (1) neplati, k disposici je vSak nasledujici odhad: pro

libovolna nezaporna realna ¢isla aq,...,a, > 0 plati
n P n
(o) <Yt ®

Nerovnost (2) staci ziejmé dokazat pro n = 2. Zvolme pevné y € |0, 00| a definujme
funkci
f: Ry — R z+——aP+yP - (z+y)P,.

Potom f(0) =0, f' > 0 na |0,00[ (jeZto p — 1 < 0), tedy funkce f je neklesajici a
f > 0na Ry, odtud dikaz (2) jiz plyne.
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APENDIX C. DODATKY K THEORII MARTINGALU

A. Kvadraticka variace. V prvé c¢asti apendixu dokaZeme nékolik vysledkt o
kvadratické variaci spojitych lokalnich martingali, jez budou dilezité v dal$im
vykladu. Umluvme se, Ze pracujeme na libovolném pevné zvoleném filtrovaném
pravdépodobnostnim prostoru (2,.%, (%), P) s filtraci spliwjici (UC).

Uvedme nejprve vysledky, jejichz znalost predpokladame. Martingal M se nazyva
L%-martingal, pokud E|M;|? < oo pro vSechna t > 0. Diisledkem véty o existenci
Doob-Meyerova rozkladu®® je nasledujici tvrzeni:

Je-li M = (My;);>0 spojity L?-martingal, potom existuje jediny proces (M) ta-
kovy, Ze:

(a) (M) je adaptovany a P-skoro jisté ma spojité neklesajici trajektorie,

(b) (M)o =0 P-skoro jisteé,
(c) M?— (M) je martingal.

Jednoznacnost (M) je minéna a7 na nerozliSitelnost: je-li Y jiny proces s vlast-
nostmi (a), (b), (¢), pak

P{w; (M)y(w) = YVy(w) Vt€[0,00[} =1.

Proces (M) se nazyva kompensdtor nebo kvadraticka variace martingalu M. Druhy
nazev souvisi s nasledujici vlastnosti: pro kazdé t > 0 pevné plati:

S M) - Ml 2 ), )
k=1

pro libovolnou posloupnost déleni {0 = tj < --- <ty =t} intervalu [0, f] takovou,
ze

li Tty 4 =0.

n1—>Holo k:rlr,la)fmn ‘tk k_l‘ 0
Pripomenme si postup, jimz lze definici kvadratické variace rozsitit na lokalni mar-
tingaly, jezto jde o proceduru, jiz budeme opakované uzivat. Bud M spojity lokalni
martingal; pro jednoduchost predpokladejme, 7ze My = 0 (jinak bychom pfesli k
procesu M — My). Podle definice lokdlniho martingalu existuje lokalisujici posloup-
nost (7T) — to jest, Ty jsou markovské ¢asy a T) " oo skoro jisté — takova, Ze pro
kazdé k > 1 je proces (M, o+) martingal. PoloZme

Ry = Ty Ainf{t > 0; |M,| =k }.

80Formulaci 1 dtikaz lze nalézti nap¥. v knize I. Karatzas, S. Shreve: Brownian motion and
stochastic calculus, Springer-Verlag, New York 1988, §1.4.
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Diky spojitosti trajektorii procesu M je ziejmé (Ry) opét lokalisujici posloupnost,
definujme M} = Mg, at, t > 0. M* jsou omezené martingaly se spojitymi tra-
jektoriemi, specialné L2-martingaly, a tudiz existuji adaptované procesy (MF*) se
spojitymi neklesajicimi trajektoriemi takové, ze (MF*)%? — (M*) jsou martingaly,
k> 1. Je-lim > n, pak M{* = M{3p ,t >0, tedy proces

(M")? = (M™)inr, = (M{RR,)* = (M™)irR,
je martingal; z jednoznacnosti kvadratické variace
(M™)y = (M™)iar, pro vSechna t > 0 P-skoro jisteé.
Lze proto konsistentné definovat
(M)y=(M") mna{(t,w) €R}y x 2; 0<t< R,(w)}.

Proces (M) je adaptovany a P-skoro jisté ma spojité neklesajici trajektorie, (M)o =
0, a nadto
Mg, = (M)inr, = (M) = (M"),;

jsou martingaly, n > 1, tudiz M? — (M) je lokdlni martingal. Dokézali jsme:
Bud M lokdlni martingal se spojitymi trajektoriemi. Potom existuje jediny adap-
tovany proces (M) s P-skoro jisté spojitymi neklesajicimi trajektoriemi takovy, Ze
(M)o =0 a M? — (M) je lokdlni martingal.
Formule (1) zstava v platnosti i pro lokdlni martingaly. P¥ipomenime jesté jeden
pojem. Jsou-li M, N spojité lokalni martingaly, definujeme jejich vzdjemnou (&
krizovou) variaci (M, N) vztahem

(M,N)y=-[(M+N),—(M—N)], 0<t<oo.

|

Snadno se ovéri, 7ze (M, N) je jediny adaptovany proces s P-skoro jisté spojitymi
trajektoriemi majicimi kone¢nou variaci na kazdém kompaktnim intervalu takovy,
ze (M,N)o=0a MN — (M, N) je lokdlni martingal. Pokud jsou M a N spojité
L?-martingaly, je také M N — (M, N) martingal.

Nyni uvedeme nékolik vysledkii o vztahu mezi lokdlnim martingalem a jeho kvad-
ratickou variaci. Nejprve si uvédomme nasledujici jednoduchy fakt.

Lemma C.1. Bud M spojity lokdlni martingal, Mo = 0, a bud T markovskij
cas. Je-li (M) = 0 P-skoro jisté, pak

P{Mirr =0 Vte[0,00[}=1.
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Dukaz. Proces (M) je spojity a neklesajici, tedy
P{{M)irxr =0 Vte[0,00[} =1. (2)

Ptedpokladejme nejprve, ze M je L?-martingal; t > 0 bud zatim pevné. Proces
M? — (M) je martingal a t A T je omezeny markovsky ¢as, tudiz podle véty o
“optional sampling” mame

E(MZ\r — (M)iar) = E(M§ — (M)o) = 0.

To jest,
EMtQ/\T — E<M>t/\T — 0,

a proto Miar = 0 P-skoro vSude. Je-li M pouze lokdlni martingal, existuje lo-
kalisujici posloupnost (T%) tak, 7e procesy M*, MF = M, 7, pro s > 0, jsou
L2-martingaly. Podle (2) plati (M*)y = (M)7pa1, = 0 P-skoro jist&, tudiz podle jiz
provedenych uvah Mtk/\T = Miarat, = 0 P-skoro jisté. Limitnim pfechodem k& — oo
odvodime M;a7 = 0 P-skoro jisté pro kazdé pevné ¢ > 0, dokazované tvrzeni nyni
plyne ze spojitosti trajektorii procesu M. Q.E.D.

Nasledujici tvrzeni ukazuje, 7Ze integrovatelnost kvadratické variace je silné svéa-
zéna s integrovatelnosti samotného martingalu.

Lemma C.2. Bud M spojity lokdlni martingal, My = 0. Necht
E(M) < 0.

Potom jsou M a M?— (M) martingaly, M je L*-omezeny a M?— (M) stejnomérné
integrovatelny.

Pfipomeifime, Ze martingal M se nazyva L?-omezeny, jestlize SUpP;>g EM? < oo.
L%-omezené martingaly jsou o¢ividné stejnomérné integrovatelné. Lemma C.2 bu-
deme zpravidla uzivat v nasledujici versi:

Necht je M spojity lokdlni martingal, Mg = 0, a o markovsky cas. JestlizZe
E(M), < 00, pak jsou (M.np) a (M?, — (M).x,) stejnomérné integrovatelné mar-
tingaly a (M.n,) je nadto L*-omezeny. Specidlné, M, € L*(P) a EM? = E(M),.

Jde vskutku o snadny dusledek. Bud ¢ markovsky ¢as takovy, ze E(M), < cc.
Definujme lokalni martingal M vztahem Mg = M,rs, s > 0, potom E(M). =
E(M), < oo, tudiz M a M? — (M) jsou stejnomérné integrovatelné martingaly, M
navic L2-omezeny. Lze uZiti vétu o “optional sampling”, s vysledkem

E[M — (M),] = E[Mg — (M)o] = 0.
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Pifmo podle definice oviem EM?2 = EM2, E(M), = E(M),. (Uvazme, 7e podle
martingalové konvergenc¢ni véty
g, Mo = Jing Mone o Jimg (M7 = (M).o) = Jimm (Mine = (Mhon)
existuji P-skoro v§ude a v L!(P), ndhodn4 veli¢ina M o = M, je proto dobie defi-
novana i na mnoziné {p = oo}.)
Dikaz lemmatu C.2 uziva dvou pomocnych tvrzeni o martingalech, zajimavych
i 0 sobé.

Lemma C.3. Bud M adaptovany proces se zprava spojitymi trajektoriemi, M, €
LY(P) prot > 0. Proces M je martingal, prdavé kdyZ pro kazdyj omezensj markovsksj
cas T plati

EM, = EM,. (3)

Dukaz. Nutnost podminky (3) plyne z véty o “optional sampling”, dokaZeme
postacitelnost. Zvolme s < t, A € .%, a definujme

T = SIQ\A +tl4.

Snadno se nahlédne, 7e 7 je omezeny markovsky ¢as. Uzivajice predpoklad (3) pro
markovské casy 7 a s spocCteme

E(Mslo\a) + E(M14) = EM; = EMy = EM, = E(M,1o\4) + E(M14).
Dokéazali jsme tedy
E(].AMt> :E(].AMS), AG:?ZS,

coz je pravé martingalova vlastnost. Q.E.D.

Lemma C.4. Bud M lokdlni martingal se zprava spojitymi trajektoriemi. Je-li
mnozina
T = {MU; o omezeny markovsky éas}

stejnomeérneé integrovatelna, potom je M stejnomerne integrovatelny martingal.

Diikaz. Ze stejnomérné integrovatelnosti mnoziny .7 specialné vyplyva, ze M, €
LY(P) pro viechna t > 0. Bud (7}) lokalisujici posloupnost takové, Ze (Mp, a¢)
jsou martingaly, & > 1. Necht je 0 omezeny markovsky ¢as, potom i o A T} jsou
omezené markovské ¢asy a podle predpokladu lemmatu je posloupnost { Mya7, }r>1
stejnomérné integrovatelna. Protoze ziejmé

Myar, —— M, P-skoro jisté,

k—o00

186



jest i
Moar, —— M, v L'(P)
a specialné plati
EM, = klim EMoaT, -

Ovsem rovnost EM, 7, = EMy, k > 1, je okamzitym diisledkem véty o “optio-
nal sampling” a omezenosti o, takze tvrzeni nyni plyne z lemmatu C.3 a inkluse
{M;; t >0} C 7. Q.E.D.

Poznamka C.1. (a) Je uzitetné si povSimnout, 7e lemmata C.2 a C.3 ani jejich
diikazy nezavisi na tom, zda filtrace spliiuje predpoklad (UC).

(b) Z lemmatu C.4 specidlné plyne, 7Ze omezené zprava spojité lokalni martin-
galy jsou vzdy martingaly. Obecnéji, zprava spojity lokalni martingal, pro néjz je
sup,so M; integrovatelnd ndhodnd veli¢ina, je (stejnomérné integrovatelny) mar-
tingal. Naopak upozornéme, Ze stejnomérnd integrovatelnost lokalniho martingalu
M sama o sobé neni postacujici k tomu, aby M byl martingal, a to ani pro M
spojity.®!

(¢) Bud M spojity lokdlni martingal, My = 0. Diky spojitosti trajektorii je

ne = inf{t > 0; M| =k}, k>1,

lokalisujici posloupnost markovskych ¢asi. Pfitom jsou (M.p,, ), £ > 1, omezené
lokalni martingaly, tedy martingaly. V pripadé spojitych lokdlnich martingalt lze
tedy prejit k martingaliim kanonickym zptisobem, volbou lokalisujici posloupnosti
(nk)-

Dikaz lemmatu C.2. Bud M lokalni martingal se spojitymi trajektoriemi
takovy, ze (M) € LY(P) a My = 0. UZijme obrat z pozndmky C.1(c) a poloZme

Ry =inf{t > 0; | M| =k} Ainf{t > 0; (M), = k}.

Vzhledem ke spojitosti trajektorii procesi M a (M) je (Ry) lokalisujici posloup-
nost markovskych ¢asii. Lokalni martingaly (Mg, ae), (M3 A — (M) Roat), k € N,
jsou ziejmé omezené, podle lemmatu C.4 jsou proto stejnomérné integrovatelny-

mi martingaly. Z martingalové konvergencni véty plyne existence ndhodné veli¢iny
Mg, € L'(P) takové, Ze

Mp,nt — Mg, v L'(P) a P-skoro jisté
t—o00

810dpovidajici piiklady nejsou tiplné jednoduché, jeden je naznacen v I. Karatzas, S. Shreve:
op. cit., Example 3.3.36, jiny je uveden v knize M. Meyer: Continuous stochastic calculus with
applications to finance, Chapman & Hall/CRC, Boca Raton 2001, Example 1.8.a.6.
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M?%k/\t — (M)At — M?zk — (M), v L'(P) a P-skoro jisté.
t—o0
To implikuje

E(M3, — (M)n,) = lim E(ME, 0 — (M) rone) = E(MF = (M)o) =0,

odtud
EMZ, = E(M)p, < E(M)x (4)
Dale,
Esup M? = lim E sup M7 = lim EsupM%kM < 4limsup EMI%k
t>0 k—oco  0<t<Ry k—oo >0 k—o0 (5)
<A4E(M) o,

kde jsme postupné uzili Leviho vétu o monotonni konvergenci, Doobovu maximalni
nerovnost a odhad (4). Je-li ¢ libovolny omezeny markovsky ¢as, pak diky (5)
dostaneme

EMZ < Esup M} < A4E(M)s < o0 (6)
>0
a
|ME — (M)] SiggMEHM%o e L'(P). (7)
MnozZina

V= {MU; o omezeny markovsky cas }

je omezena v L?(P) vzhledem k (6), specialné i stejnomérné integrovatelna. Soubor
nahodnych veli¢in

{M? — (M),; o omezeny markovsky cas }

ma podle (7) integrovatelnou majorantu, je proto také stejnomérné integrovatelny.
Lemma C.4 implikuje, Ze M i M?— (M) jsou stejnomérné integrovatelné martingaly.
L%-omezenost M plyne ihned z L?-omezenosti mnoziny 7. Q.E.D.

Dale si ujasnime, 7ze vzajemné variace nezavislych martingalt je nulova.

Lemma C.5. Budte (_#;)i>0 a (J)i>0 filtrace v. %, M, N procesy se spojitymi
trajektoriemsi takové, Ze M je lokalni (_#;)-martingal, N lokalni (7;)-martingal.
Polozme Jt; = Z:V 7, t > 0. Necht jsou o-algebry f~ a H% nezavislé. Potom
jsou M, N a M N lokdlni (#;)-martingaly. Specialné,

(M,Ny=0, (M+N)=(M)+(N).
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(Pripomefime, 7Ze znac¢ime ., = \/,s, #t» podobné pro J,.) Dikaz lemmatu
C.5 plyne ihned z definice uvazovanych pojmt a z nasledujiciho tvrzeni.

Lemma C.6. Necht je (12,.7,P) pravdépodobnostni prostor, # a 7 budte sub-
o-algebry %, X,Y : {2 — R integrovatelné nahodné veliciny. Necht jsou o-algebry
I NVo(X)aVo(Y) nezdvislé. Potom

E(XY| 7 Vv.#)=EX| Z)E(Y|H#) P-skoro jiste.

Ddtikaz. Staci ovérit, ze
/XYdP:/ E(X| 7)E(Y|s)dP (8)
C C

pro kazdou C € _# V J, nebot integrand vpravo je ziejmé ¢ V .7-méfitelny.
(Pov§imnéme si, Ze konvergence obou integralt ve formuli (8) je zfejma diky integ-
rovatelnosti a nezavislosti X, Y, respektive nezavislosti o-algeber ¢, .) Necht
je mnozina C nejprve tvaru C = JNH, Je Z, H e . Pak

/E(X|/)E(Y|jf)dP:/ 1,14E(X| #)E(Y]) dP
C 9]
:/ E(LyX| #)E(Ly Y| dP
9]

:/ E(lJX|/)dP/ E(1yY|5)dP
9] 9]
= E(1,X)E(15Y) = E(1,15XY)

/ XY dP,

predpoklad o nezavislosti jsme uzili ve tieti a paté rovnosti. PoloZzme

S = {C’ € 7V ; pro C plati (8)}
Snadno se nahlédne, 7e .¥ je o-aditivni systém, ktery obsahuje, jak jsme pravé
ukdzali, systém vSech mnozin tvaru J N H, J € #, H € J, uzavieny na ko-

necné pruniky a generujici ¢ Vv 2. Dokazované tvrzeni tedy plyne z Dynkinova
lemmatu.®? Q.E.D.

Na zavér pripomenme Kunita-Watanabeho nerovnost:

82Cf. J. Stépan: Teorie pravdépodobnosti, Academia, Praha 1987, Tvrzeni I.1.5.
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Tvrzeni C.7. Budte M, N spojité lokdlni martingaly. Oznacme 'V Ny ndhod-
ny proces definovany predpisem,

Vu,ny (t,w) = variace funkce (M, N)(w) na intervalu [0,t].

Potom P-skoro jisté plati

/ot [HEK|dV (v < (/OtH2 d<M>>1/2 </Ot K2d<N>>1/2, (9)

kdykoliv jsou H a K méFitelné procesy a t € [0, cc].

PovSimnéme si, Ze v nerovnosti (9) vystupuji pouze Lebesgueovy integraly, takze
meétitelnost trajektorii je jediny relevantni predpoklad o procesech H a K; tvrzeni
C.7 je ovSech netrividlni pouze tehdy, je-li prava strana v (9) kone¢na. Z nerovnosti
(9) plyne slabsi, ale mnohdy postacujici odhad

1/2 t 1/2
/H]deN‘ (/ H%*d > (/ I(Qd(N>> . t>0;
0

integral vlevo méa smysl, pokud je prava strana konec¢na. Volbou H = K = 1, 1 z
néj ziskdme nerovnost

[(M,N)e = (M, N)| < /(M)e — (M)s /{N): = (N)s. (10)

B. Trajektorie martingalu. V kapitole 4 budeme uvazovat martingaly, o jejichz
trajektoriich nebude a prior: nic znamo; nasledujici zavazna véta vsak ukazuje, 7ze
lze vzdy predpokladat, ze martingal mé — az na modifikaci — trajektorie dosti regu-
larni. Nadale pracujme na libovolné pevné zvolené stochastické basi (£2,.%, (.%;), P)
s filtraci splijici (UC).

Véta C.8. Kazdy (.F;)-martingal ma modifikaci, jejiz P-skoro vSechny trajektorie
jsou spojité zprava na Ry .

Lze ukazat, ze modifikace zarucena vétou C.8 ma P-skoro vSechny trajektorie
regulované,® to jest spojité zprava a majici v kazdém bodé z ]0, oo limitu zleva.5*

83V angli¢ting se nazev regulated uzivé v literatufe o oby&ejnych diferencidlnich rovnicich, v
pravdépodobnostni literature prevladl akronym cadlag, prevzaty z francouzstiny. Obecné prijima-
ny cesky nazev neexistuje.

84Dtikaz véty C.8 uziva jen zékladni vlastnosti (sub)martingald, je vSak ponékud zdlouhavy.
Lze ho nalézti napt. v I. Karatzas, S. Shreve: op. cit., Theorem 1.3.13.
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APENDIX D. GRONWALLOVO LEMMA

Nasledujici jednoducha, ale velice dtilezita nerovnost je znama jako Gronwallovo
lemma.

Véta D.1. Budte I C R interval, s € I, ¢ > 0. Necht jsou 0,§ : [ — R4

nezaporné funkce, & spojita, o € LlIOC(I) lokdlné integrovatelnd. Necht

Viel &) <e+ (1)

[ ctoretorao].

/Stg(a)da>.

| €oeloras). @)

Potom
Vtel E(t)gsexp(

Specidalne, je-li

Vtel &)<

pak & =0 na I.

Pripomenme, Ze lokalni integrovatelnost znamena: pro libovolny kompakt K C I
je [ 0dX < 0.

Dukaz. Bez tijmy na obecnosti uvazujme piipad t > s, podle predpokladu (1)
plati

£(0alt) < o) (=+ [ €(0)o(0) o).

el (ol
E(t)o(t

. 3

€+f;£(0)9(0)d0 < o(t) (3)

Jelikoz o € L _(I) a jmenovatel je vétsi nebo roven £ > 0, lze nerovnost (3)
integrovat:

' §(t)elt) dt < ' d vel, v>s.
/s e-l-fstﬁ(a)g(a)da t_/s olf) di shvs

Pro libovolné v € I, v > s, mé integrand vlevo na intervalu [s, v] absolutné spojitou
primitivni funkci

log <€ + /s'g(a)g(a) da> € AC([s,]),

tudiz

log <€ + / " e(0)olo) da> “loge < / “o(t)dt.
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Odtud ) )
£ —I—/S £(0)o(o)do < cexp (/S o(t) dt>

a dokazované tvrzeni plyne uzitim (1). Jestlize predpokladame (2), pak je (1) spl-
néno s libovolnym > 0, proto pro kazdé ¢ € I plati

/S o) do

s libovolné malym ¢ > 0, to uz zifejmé implikuje nulovost £. Q.E.D.

< o
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APENDIX E. FUNDAMENTALNI MATICE

V tomto appendixu uvedeme zakladni poznatky o existenci a struktufre reseni
(deterministickych) linearnich diferencialnich rovnic.

Bud I C R libovolny interval, A € L\ (I3 Myxm), b € LL_(I;R™). UvaZujme
linearni diferencialni rovnici tvaru

&= A(t)r + b(t), (1)

kde & znaéi derivaci 9. Reenim rovnice (1) rozumime méfitelnou funkei x : I —
R™ takovou, Ze A(-)x(-) € Ll (I;R™) a

loc

x(t) = x(s) + /St A(r)x(r)dr + /st b(r)dr

pro vSechna t, s € I. Uvazivse vlastnosti Lebesgueova integralu ihned nahlédneme,
ze funkce x je FeSenim rovnice (1), pravé kdyz = € AC),.(I;R™) a plati

#(t) = A(t)x(t) + b(t) pro A-skoro vSechna t € I. (2)
Necht jsou pevné ddna s € I a y € R™. ReSeni x rovnice (1) splitujic

x(s) =y (3)

nazyvame feSenim s pocdtecni podminkou (3). To jest, x ¥esi tlohu (1), (3), pravé
kdyz

x(t):y—l-/ A(r)ac(r)dr—l—/ br)dr,  tel. (4)

Poznamka E.1 (terminologickd). (i) Pravé definovanym feSenim se v theorii
obycejnych diferencialnich rovnic ¥ika absolutné spojita nebo Carathéodoryho reseni.
Klasickym feSenim (1), (3) se pak rozumi spojité diferencovatelna funkce x: I —
R™ splitujici 2:(s) = y a rovnost (2) pro v8echna t € I.

(ii) Nékdy je uzitecné povazovat za FeSeni tlohy (1), (3) funkei definovanou jen
na né&jakém intervalu .JJ C I, J 3 s, vyhovujici rovnosti (4) pro kazdé ¢ € .J. ReSeni
se potom nazyva maximalni, neni-li restrikci jiného feSeni. Za nasich predpoklad
jsou vSak maximalni feSeni vzdy definovana na celém intervalu I. Nebude-li proto
primo Teceno jinak, jsou uvazovana pouze feSeni s definicnim oborem 1.

Nejprve ovéfime, Ze feSeni rovnice (1) existuji.
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Véta E.1. Pro libovolnd s € I, y € R™ existuje pravé jediné feseni x ilohy (1),
(3).
Poznamka E.2. Porovnejme vétu E.1 s existen¢ni vétou 2.1 pro stochastické

diferencialni rovnice. ReSeni rovnice (1) jsou definovana ve shodé s tim, jak jsme v
definici 2.1 zavedli FeSeni stochastickych diferencidlnich rovnic. Polozime-li

f:IxR™ — R™, (t,x)— A(t)x + b(t),
je tudiZ problém (1), (3) specidlnim pi¥ipadem stochastické diferencialni rovnice
de = f(t,x)dt, z(s)=y.

Piedpoklad (IT) lipschitzovskosti v prostorové proménné z véty 2.1 je (na kom-
paktnich intervalech v T) trividlng splnén, je-li A lokdlné omezend, predpoklad (I)
linedrniho rtstu je splnén, pokud jsou A i b lokdlné omezené (coz lze pozadovat
bez piilisné Gjmy na obecnosti). Ani za téchto dodate¢nych predpokladi vsak véta
E.1 nevyplyva z véty 2.1: fesitelnost stochastické diferencialni rovnice jsme dokéazali
na intervalech tvaru [s, s + T, coz je vzhledem k pozadavku adaptovanosti FeSeni
dosti pFirozené omezeni, zatimco u rovnice (1), (3) pro nas bude podstatné (pii vy-
Setfovani regularity fundamentilni matice), ze s mize byt libovolnym, i vnitinim,
bodem intervalu I.

Diikaz véty E.1 zaloZzime na Banachové vété o pevném bodu. (Pfipomeiime jeji
znéni: je-li (S, d) uplny metricky prostor a f : S — S kontraktivni zobrazeni —
to jest, lze nalézti v < 1 tak, Ze d(f(x), f(y)) < ~vd(zx,y) pro vSechna x,y € S —
pak existuje jediné xq € S spliwjici f(xg) = 2¢.) Nejprve odvodme jednoduché
pomocné tvrzeni.

Lemma E.2. Bud J C R kompakini interval a s € J. Potom pro kaZdou funkci
0 € L1(J) plati

lim sup = 0.

B—+oo teg

¢
/ e PIt=rlo(r) dr

Dukaz. Necht nejprve § € AC(.J). Potom A-skoro vSude existuje derivace 0’ a
0’ € L1(J). Integrujice per partes pro t € J, t > s odvodime

¢ ¢
/e_ﬁ(t_’“)ﬁ(r)dr —%/ e_ﬁ(t_’“)ﬁ'(r)dr

:‘ [%e‘ﬁ(t_r)ﬁ(r)]

S

1
B
2 1
< BHQHL“‘(J) + B“ngLl(J)-
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Analogicky vypocet dava ty7 odhad i pro t € J, t < s. Je-li nyni # € L1(J), pak
pro kazdé ¢ > 0 miizeme nalézti n € AC(J) spliujici || —n||p1 ) < e. Odtud

¢ ¢
/ e_mt_”@(r) dr / e_mt_”n(r) dr

S S

¢
/ e_mt_”n(r) dr

2 1,
< = lmllpee sy + BHU oy +e

< T / e=B1=rl|g(r) — n(r)) dr

< + 10 =l ()

pro kazdé t € J, z ¢ehoz dokazované tvrzeni uz snadno plyne. Q.E.D.

Dikaz véty E.1. 1° Nejprve dokaZzme jednoznacnost. Budte K, L C I intervaly
takové, ze s € K N L, a necht jsou rx : K — R™ a xp : L — R™ feSeni tlohy
(1), (3). Tvrdime, 7e xx = xy na K N L. Vskutku, K N L je opét interval a pro
kazdé t € K N L plati

rr(t)y=y+ /:A(r)x;((r)dr + /St b(r)dr,
rp(t) =y + /:A(r)xL(r) dr + /: b(r)dr,

tudiz

r(t)y—axp(t) = / A(r) [z (r) —ap(r)] dr

ok (t) — 2xr(t)]] < ., te KnlL.

t
[ IAG wtr) = 1) dr
Jednoznacnost proto plyne z Gronwallova lemmatu.

2° Jestlize pro kazdy kompaktni interval J C [ existuje feSeni x : J — R™
tlohy (1), (3), pak existuje i feSeni definované na celém I. Je-li I kompaktni, je to
ziejmé. V opafném piipadé naleznéme neklesajici posloupnost {K,,} kompaktnich
intervali tak, 7e s € K C Ky C --- / I. Jsou-li @, : K,, — R™ feSeni (1),
(3), pak =, = x,, na K, pro viechna m > n podle bodu 1°. Lze tedy definovat
x(t) = x,(t), t € K, a funkce x : I — R™ je ziejmé feSeni (1), (3).

3° Bud tedy I kompaktni interval. Prostor ¢ = € (I; R™) vSech spojitych funkei
f: I — R™ opatieny normou ||f||¢ = sup; || f|| je aplny metricky prostor. Uzitim
lemmatu E.2 naleznéme a > 0 tak, aby®®

sup

t
1
[ e raear < 5. )
el |Js 2

85Poznamenejme, Ze zde neni podstatné, zda uvazujeme pravé Hilbert-Schmidtovu normu ma-
tic; miuze byt vyhodnéjsi uzivat standardni “operatorovou” normu.
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V prostoru ¢ zavedme nyni normu

IF 1l = sup e~V =) f(t)[[gm,  f € C.
tel

Jezto e flle < IIfIl < ||fll% pro kazdé f € €, kde k = max(s — inf I,sup I —
s), maji prostory (€,|| - ||l¢) a (€,]| - ||) tytéZ cauchyovské a tytéz konvergentni
posloupnosti. Prostor (¢, || - [|) je tedy také uplny metricky prostor. Polozme

ﬁf(t):y—l—/ A(r)f(r)dr—l—/ b(r)dr, tel, fe¥.

Jelikoz
A SOOI < A Sl}p||f|| e L(I),

je Rf dobfe definovana spojita funkce na I. Tedy R : € — €, ovérime, 7Ze R je
kontrakce. Budte f,g € ¥, pak

I8f — &gl = sup eIl f(t) — Rg(1)]]

t
—supe='=) A7)~ g(r)] ar
tel s
< sup el / 1AW IF() = g(r)]] dr
tel s
< supe—olt=s / oA le= S £(r) — g(r)] dr
tel s

t
< sup / exp(—allt — s — [r — s|])IIA()I dr|I1f — gl
t
— sup / el A() | dr|[I£ = gll
tel s

1
< = _ .
< SI7 =gl

v poslednim odhadu jsme uzili (5). Zobrazeni R je tedy kontraktivni a existuje
jediné x € € tak, 7e x = Rz, to jest

x(t) = Ra(t) =y —I-/ A(r)z(r)dr -I—/ b(r)dr, tel,

coZ pravé znamena, Ze x je FeSeni tlohy (1), (3). Q.E.D.
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VySetfujme nyni rovnici (1) predpokladajice navic b = 0, to jest, uvazujme rov-
nici

&= A(t)x. (6)

(Rovnice tvaru (6) se nazyvaji homogenni.) Polozme
S ={x € AC1oo(I;R™); x je Fedeni (6)}.

Snadno se ovéri
Lemma E.3. . je vektorovy prostor.

Uvazujme libovolna feSeni x1,...,xr € .. Pfipomenme, 7ze funkce x1,..., 2z
se nazyvaji linearné zavislé, pravé kdyz existuji konstanty cq,...,ci € R tak, 7ze

k
Z|ci| > 0 (7)

k
D cwi(t)y=0, Vtel (8)
=1

Predpokladejme, Ze existuje tq € I tak, ze

k
Z Cixi(to) =0
=1

pro né&jaké konstanty ¢; vyhovujici (7). Potom je xg = Zle c;x; TeSeni rovnice (6)
s po¢atetni podminkou zg(tg) = 0, podle tvrzeni o jednozna¢nosti z véty E.1 je
nutné ro = 0 na I, to jest, plati (8). To znamend: Jsou-li z1,..., 2, € .7 linearné
nezavisla feSeni, potom pro libovolné s € I jsou x1(s),...,xx(s) linedrné nezavislé
vektory v R™. Naopak, budte xq,...,xr € . libovolna feSeni. Existuje-li s € I
takové, Ze vektory xi(s),...,xr(s) jsou linedrné nezavislé v R™, pak jsou nutné
feSeni xq, ..., linedrné nezavisla v .. Dokéazali jsme

Lemma E.4. Dimense vektorového prostoru . je m.

Jinymi slovy, homogenni soustava m linedrnich diferencialnich rovnic ma prave
m linedrné nezavislych reseni.
’ m : 4 m
Bud {e;}™, kanonickéd base prostoru R™, tedy

e; = (0,... 1 ,...,0)7, 1<j<m.

YL,
7-té misto
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Zvolme s € I libovolné pevné, budte uy,...,u,, FeSeni homogenni rovnice (6)
splnujici
uj(s) = ej, j=1,...,m.

Potom jsou uq, ... ,u,, lineArné nezavisla reSeni tvorici basi prostoru .. Polozme
B(t) = d(t,s) = [ui(t),....um(t)], tel,
(to jest, j-ty sloupec matice @ je tvofen pravé feSenim u; ). M, x,,-hodnotova funkce

@ se nazyva fundamentdlni matice rovnice (6). Matice @(t) je regularni pro kazdé
t € I (nebot mé linedrné nezavislé sloupce) a ziejmé plati

NS ACIOC(I;M?’TLX’)’TL)’ (9)
B(t) = A(t)®(t) pro A-skoro viechna t € I, (10)
Q(s)=1. (11)

Naopak, je-li @ funkce spliujici (9)—(11), pak jeji sloupce tvoii basi prostoru .7.
Uvédomme si té7, 7e vztahy (9)—(11) jsou ekvivalentni s rovnosti

t
Q(t)=1 —|-/ A(r)@(r)dr pro vSechna t € I.

Bud y € R™ libovolny prvek. Polozme v(t) = @(t, s)y, potom ziejmé v(s) = y,
v € AC)oc(I;R™) a plati

pro A-skoro vSechna t € I, tedy v je feSeni tlohy (6) s poc¢atetni podminkou (3).
Libovolné feseni homogenni rovnice lze tudiZz representovat pomoci fundamentalni
matice a pocatecni podminky.
Matice @ je zavisla na zvoleném pocatecnim case s. Zvolme s,ty € I libovolné,
potom
&(t,tg) = D(t, s)P ' (tg,s) pro viechna t € I.

Polozime-li totiz ¥ (t) = ®(t, s)® (o, 5), pak ziejmé ¥ € AC1oc([; Myxm ), U(tg) =
Ia
U(t) = d(t,s)P Hto,s) = A(t)D(t, 5)D o, s) = A(t)T(t)

pro skoro v8echna t € I. Je proto ¥ fundamentalni matice rovnice (6) odpovidajici
volbé potatecniho ¢asu tg, ¥ = &(+,tg). Prechod k jinému pocateénimu ¢asu je tedy
snadny, takze proménnou s v oznaceni fundamentalni matice zpravidla nevyznacu-
jeme.

Dale si uvédomme:
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Lemma E.5. Je-li & fundamentdlni matice rovnice (6), pak &1 € ACi.(I;
Mme)~

Dukaz. Matice @ je regularni a jeji prvky jsou lokalné absolutné spojité funkce,
proto je det ® € ACio.(I) a det @(t) # 0, t € I. Podobné det D;; € ACio.(I), kde
D;;(t) je matice vznikla z @(t) vynechanim i-tého fadku a j-tého sloupce. Je-li i
kompakt v I, pak existuje konstanta ¢ > 0 takova, 7ze | det @(t)| > ¢ pro vSechna
t € K. To znamend, 7Ze funkce I;, definované predpisem

ivj det Dji(t)

Lj: I — R, t—(-1) “detd(t)

1 <,j5<m,

jsou lokalné absolutné spojité na I. Je ovSem dobie znamo, ze &' (t) = (I}; (t))znj_l.
Q.E.D.

Nyni se vratme k pocatecni tloze pro nehomogenni rovnici
&= A(t)r + b(t), (1)
x(s) =y, (3)

kde stale pfedpokladdme, 7e A € LL (I3 M5, ) ab € Li (I;R™). Je-li & = &(-, 5)

loc loc
fundamentalni matice homogenni rovnice

= A(t)x

odpovidajici zadani po¢atecni podminky v ¢ase s, pak ma (jediné) feseni problému
(1), (3) tvar

t

x(t) = D(t)y —I—/ o(t)®~(r)b(r)dr, tel. (12)
Vztah (12) se tradi¢né nazyva formule pro variaci konstant. Ze vzorce (12) plyne,
ze fundamentalni matice umoziuje nalézti libovolné feseni i pro nehomogenni tlo-
hu; jeho dikaz je pritom zcela primocary: vzhledem k lokalni integrovatelnosti b,

vlastnostem @ a lemmatu E.5 je ihned vidét, Ze funkce x, definovand vztahem (12),
je lokalné absolutné spojita, z(s) = y, a snadno se spocte, 7e

(1) = bty + 8(0) [ @7 (1)b(r) dr+ B2 ()
— A()B(t)y + A)D(1) / &= (1)b(r) dr + b(t)
= A(t) [@(t)y+ / @(t)@‘l(r)b(r)dr] + b(t)

= A(t)a(t) + b(t)
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pro A-skoro vSechna t € I.

Ukol Fesit linearni diferencialni rovnici (1) jsme tedy pievedli na problém naleze-
ni fundamentalni matice prislusné rovnice homogenni. Ukazeme nyni dva diilezité
pripady, kdy 1ze fundamentalni matici bud explicitné spocisti, nebo alespon repre-
sentovati zptsobem, ktery umoznuje vysSetfovat jeji vlastnosti.

Priklad E.1. Uvazujme 1-dimensionalni pripad

T =a(t)r,

kde a € L{ _(I); zvolme s € I, potom je

loc
t
D(t,s) = exp </ a(r)dr) , tel,

fundamentalni feSeni: ziejmé @ € AC.(I), ?(s) =1 a

. ¢

d(t) = exp (/ a(r) dr> a(t) pro A-skoro vSechna t € I.
Tedy v jednodimensionalnim pripadé méa reSeni nehomogenni rovnice

t=a(t)x+0b(t), x(s)=y

vyjadieni

(1) = exp (/t a(r) dr> y+ /Stexp (/t a() da> exp (— / a(o) da> b(r) dr
— exp (/t a(r) dr> y+ /Stexp </t a(o) da> b(r) dr.

Vicedimensionalni ptipad (tj. pfipad soustavy rovnic) takto jednoduse fesit nelze;
dobry popis fundamentalni matice je vSak k disposici pro rovnice autonomni s matici
A(t) = A € M, xm nezavislou na t € I. Nejprve zavedme potiebné oznaceni. Pro
matici B € M, %, polozme

(BY je definovano jako identickd matice, B® = I.) Rada vpravo je absolutné kon-
vergentni v prostoru M, x,m , jezto

e n e n

SSIB S~ IBI
n! n!

n=0 n=0
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Snadno se ovéri, ze
E3 sk
(B) =P,

Jsou-li B,C € M,,, ., komutujici matice, BC' = C'B, potom elementarni vypocet

ukéaze

BrC — ¢BeC = CeB,  CeP =B (13)

Vztah (13) ma dva dutlezité disledky:
(i) Matice eP je vzdy regularni: (e
(ii) jsou-li s,¢ € R, pak e(s10)B = sBetB,

B)—l — e—B;

Priklad E.2. Bud A € M, xm , vySetfujme homogenni diferencidlni rovnici
T = Ax. (14)
Polozme
B(t) = d(t,s) =79 teR,

snadno se ovéri, ze @(s) = I, ® je spojité diferencovatelnd funkce na R a

. d
O(t) = T (eA(t_S)> = AeMt=9) = Al=9) 4 te R

Jest tedy @ fundamentalni matice rovnice (14) a vzorec pro variaci konstant pro
nehomogenni rovnici
T =Ar+b(l), x(s)=y

nabyva tvaru

¢
x(t) = eA(t_s)y + / eA(t_r)b(r) dr.

s

Fundamentalni matice e!4 je definovana nekone¢nou fadou. Nazna¢ime nyni, jak
je mozno vyjad¥iti matici e’ explicitni formuli, zndme-li Jordantiv kanonicky tvar
matice A. Vime, Ze existuje regularni matice H € M, x., (C) (obecné s komplexnimi
prvky i pro A redlnou) tak, 7e

A=HQH™!

s blokové diagonalni matici
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kde @; jsou Jordanovy buiky

Ao 10 0
0 A 1 0
Q; =
0 ..ol A1
0 verernnn. 0 A
a Ai,..., A\ € C vlastni ¢isla matice A (ne nutné riznd). (Matice @ je urcena
jednozna¢né a7 na poradi bloki Q1,...,Q«.) Je ziejmé, 7e
Al — i ﬁAn _ i Q(HQH—l)” — i ﬁHQnH_l
N n! N n! N n!
n=0 n=0 n=0
= HeQ'H™
Matice @ je blokové diagonalni,
QY ... 0
Qn = K . 9 n Z 17
0o ... Q!
roto
P et .0
@t — : . :
0 o9t

Nyni chceme nalézti matici e?i?; predpokladejme, 7e (); je matice typu s X s pro
néjaké s < m. Pidme Q; = A\;I + U, kde U € My, je matice s prvky 1 v prvni
diagondale nad hlavni diagonalou a s ostatnimi prvky nulovymi. Oznac¢me

Un = ( [.7?]>s ,
Yij Q=1

indukci se snadno spocte

(Neformalné: matice U? m4 jednicky v druhé diagondle nad hlavni diagondlou a
jinde nuly, ..., U*~! m4 jedni¢ku v pravém hornim rohu a jinde nuly a U® =
Ustl =... =0.). Matice \;I a U komutuji, proto

etQj — BAjtletU — BAjtetU.
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Podle definice

1 2 ts—l
Lot 3t . ey
oo n s—1 " ts—2
etU — _'Un — _'Un _ 0 1 t . —(5_2)! 7
n=o 'V n=0"'"" L :
0O ..., 1
odtud )
142 °C
1t it =
s—2
ert — e)‘Jt 01 t (s=2)!
0O ... 1

Dokazeme-li tedy transformovat matici A na Jordantv kanonicky tvar, dokazeme i
spocisti fundamentalni matici rovnice (14).

Poznamka E.3. Predchozi vyklad by mohl vzbuzovat dojem, Ze representace
et pomoci exponencialy piisluiné matice Jordanovy méa vyznam jen pro explicitni
vyjadieni matice eAt. Tak tomu vitbec neni, uZ proto, 7e nalézt vlastni ¢isla matice
A lze jen ve specidlnich piipadech. Hlavni uziti odvozené representace je v tom, ze
umoziiuje vysetfovat vlastnosti fundamentalni matice e**, napiiklad jeji chovani pro
velké Casy, zname-li néjaké kvalitativni charakteristiky spektra matice A. Ilustrujme
to na velmi jednoduchém piikladu:®® Necht vime, 7e Re Aj < 0 pro vSechna vlastni
¢isla matice A. Potom

||| ——0o,

t—o0

to jest, lim;_.. x(t) = 0 pro libovolné feseni x rovnice (13). Vskutku,

le* I < N le N IE= < NENIE D (e

i=1

< const. Zts(j)_le(ReAj)t —F 0,
t—o0

i=1

kde jsme oznacili s(j) fad matice @Q;.
Na zavér predvedeme, jak 1ze proceduru z prikladu E.2 pouzit v jednom diilezitém
specialnim pripadé.

86\Methody pro nalezeni a vygetiovani fundamentilni matice jsou podrobné vylozeny v kazdé
dtkladnéjsi ucebnici obycejnych diferencidlnich rovnic, cf. napr. J. Kurzweil: Obycejné diferen-
cialni rovnice, SNTL, Praha 1978, kapitola 5.
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Priklad E.3. Uvazujme rovnici harmonického oscilatoru
¥+ w?r =0,

kde w > 0 je kladna konstanta, to jest — ekvivalentné — systém dvou rovnic

2 (15)

PoloZme

pak je mozno (15) prepsat jako

()

Matice A ma vlastni ¢isla {iw, —iw}, jejim Jordanovym kanonickym tvarem je tedy

matice
iw 0
J = ( 0 —iw) )

Snadno se ovéii, ze A = HJH ™! pro regularni matici H danou

Jelikoz
iwt
eAt:H<e 60 >H‘1, (17)

vzavie do vahy rovnost e“! = coswt + isinwt platnou pro viechna t € R snadno

spocteme
1
cos wt — sinwt
et = ( w ) .
—wsinwt  coswt

Vypoétu matice H se lze vyhnout nasledujici ivahou: Diky tvaru systému (16) je
druh& komponenta kazdého Teseni derivaci komponenty prvni, tudiz musi platit

= () )
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pro néjaké (linedrné nezavisla) feSeni u; a ug. Pritom ze (17) plyne existence kon-
—iwt

stant cjp € C takovych, Ze u;(t) = cj1e! + cjoe™*t j = 1,2. Koeficienty cjy,
snadno nalezneme z podminky % = 1.
Regeni nehomogenni rovnice

i+ wir =b(t), x(0)=x0, ©(0)= vy,

ma podle vzorce pro variaci konstant tvar
() At <fb’o> /t At—r) < 0 >
=€ + € dT,
< v(t) > v 0 b(r)

1 t
x(t) = xgcoswt + % Ginwt + ~ / b(r)sinw(t —r)dr.
w W Jo

coz dava

Analogicky lze vySetfovat rovnici tlumenych kmitt
¥4 2vi+wir =0 (18)

s kladnym ~ > 0, jiz odpovida systém

S (2 )00

Charakteristicky polynom matice A je A% + 29\ 4+ w?, oznaéme \;, Ay jeho koFeny.
Jordanovym kanonickym tvarem matice A je tedy matice

/\1 0 )\1 1 _
(0 )\2> pro v # w, <0 )\1> pro v = w.

Fundamentalni matici eA* nyni mtiZeme spoéitat zcela stejné, jako v p¥ipadé v = 0;
jeji tvar zavisi na konstantach v a w. Naptiklad pro tzv. slaby utlum, kdy 0 < v < w,
dostaneme

1
cos wt + X sin ot — sin ot
w w
eAt — e—'yt /72 N 7
— <— —I—w) sinwot coswt — — sin wt
w w

kde klademe @ = (w? — 72)1/2. (Podotknéme, Ze pro —w < v < 0 dostaneme
vysledek formélné shodny, ale rovnice (18) v tomto pripadé odpovidd nucenym
kmitim s rostouci amplitudou.)
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APENDIX F. SPEKTRALNI VETA PRO SYMETRICKE MATICE

Bud E konetnédimensiondlni unitarni prostor®” (nad R nebo C) se skaldrnim
soucinem (-, -). P¥ipomeiime, e skalarni sou¢in definuje v E normu ||z|| = (z, 2)'/?
a ze £ (F) znacime vektorovy prostor vSech linedarnich zobrazeni (homomorfismii)
v E, I € Z(F) identické zobrazeni. V Z(F) zavedme tzv. operdtorovou normu

Y llop = sup{|lryll; vy € E, ||yl =1}, ~€ ZL(E).

Jak zndmo, Z(E) je okruh, definujeme-li ndsobeni jako skladani linedrnich zobraze-
ni. (Pokud je pevné zvolena base N v E, odpovid4 superposici linedrnich zobrazeni
nasobeni matic representujicich tato zobrazeni vici basi N.) Bud p libovolny po-
lynom s redlnymi koeficienty, p(z) = Z;n:l a;jz’, a; € R. Pro kazdé v € Z(E) lze
prirozené definovat linearni zobrazeni p(v) € Z(E) predpisem

() = a;y.
7j=1

Pro libovolné pevné zvolené ~ je zobrazeni 4 : p — p(7) homomorfismus okruhu
v8ech redlnych polynomt do Z(E). V tomto apendixu ukdZeme, Ze pro vhodna
v € Z(E) lze 4 rozsifit na homomorfismus vektorového prostoru vSech redlnych
borelovskych funkci na R do Z(F), tato konstrukce umoziiuje jednotnym zptisobem
representovat inversni zobrazeni ke v, odmocninu v, projekce na vlastni vektory a
pod. Nadto ziskdme nastroj umoznujici ovérit métitelnost nékterych ndhodnych
procest s hodnotami v Z(FE), obojiho uzivame ve ¢tvrté kapitole.

Definice F.1. Pravime, 7e linedrni zobrazeni § € Z(F) je samoadjungované,
jestlize

(Bx,y) = (x,By) pro vsechna x,y € E.

Zobrazeni (3 se nazyva positivné semidefinitni (nebo prosté positivni), jestlize
(Bx,x) >0 pro vsechna x € F.

V realnych prostorech nékdy misto o samoadjungovanych zobrazenich hovorti-
me o zobrazenich symetrickych, v komplexnich prostorech o hermitovskych. Po-
znamenejme, ze positivni semidefinitnost v komplexnich prostorech E implikuje

87Poudeni o unitarnich prostorech lze nalézti tieba v knize J. Be&vai: Linedrni algebra, matfyz-
press, Praha 2000, c¢ast VI, jejiz terminologie se budeme drZet. Znac¢na ¢ast vysledkt probiranych v
tomto apendixu je v Bec¢varové ucebnici uvedena, ale s cili odlisnymi od nasich, proto se pokusime
o soustavny vyklad, inspirovany knihou P. Halmos: Finite-dimenstonal vector spaces, Springer,
New York 1987 (a etnd jind vydani), z niZ lze naerpat daldi informace.
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samoadjungovanost,® v realnych prostorech to neplati. (Protiptikladem je t¥eba
rotace o tthel Z v roviné R?.)

Pozorovani F.1. Bud € Z(E), M orthonormalni base E a B matice zobra-
zeni 3 vzhledem k basi M. Potom je 3 samoadjungované, pravé kdyZ B = B*.

Tvrzeni lze ovéfit piimym vypocétem.®? V redlném prostoru E rovnost B = B*
znamend, ze B je symetrickd matice (rovna se své transponované BT); v komplex-
nim prostoru E, Ze matice B = (bij)?,i;r;? je hermitovska, to jest B = BT, kde
B = (b;;) je komplexnd sdruzena matice.

Pripomenme, 7e pro linedrni zobrazeni o ve vektorovém prostoru V' nad télesem
T definujeme vlastni ¢islo jako takovy prvek h € T, pro ktery existuje vektor
v eV, v #0 spliwjici a(v) = hv. (To jest, h je vlastni ¢islo, pokud Ker(aw — hl) #
{0}.) Kazdy vektor z Ker(a — hI) \ {0} pak nazyvame vlastni vektor odpovidajici
vlastnimu c¢islu h.

Tvrzeni F.2. Bud € Z(E) samoadjungované.
(a) Je-li b vlastni cislo 3, pak b € R.
(b) Jsou-liu,v vlastni vektory 3 odpovidajici riznym vlastnim ¢éislim, pakw 1 v.

Dukaz. Bod (a) je nutno dokazovat jen v komplexnim prostoru E. Bud u # 0
vlastni vektor odpovidajici b, potom

bllull® = blu, u) = (bu, u) = (Bu,u) = (u, Bu) = (u, bu)

Tedy b = b, coz implikuje b € R.
Déle, budte a,b € R, a # b, vlastni ¢isla takova, Ze Su = au, Sv = bv. Potom

a{u,v) = (Bu,v) = (u, Bv) = bu,v),

to jest

(a — b){u,v) = 0.
——
£0

Nutné tedy (u,v) = 0 a vektory u a v jsou orthogonalni. Q.E.D.

Existenci alespon jednoho vlastniho ¢isla samoadjungovaného zobrazeni nahléd-
neme nasledujici tavahou.”?

88To plyne z J. Bedval: op. cit., véta 24.17.

89V piipadé nejasnosti lze téz vyhledat v citované Bedvaiové knize dikaz véty 29.3.

90V komplexnim prostoru E lze postupovat jednodugeji: kazdé linedrni zobrazeni ma alespoii
jedno vlastni ¢islo, nebot vlastni ¢isla jsou pravé kofeny charakteristického polynomu. V redlném
pripadé vsak existence korfent neni a priori jasna.
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Tvrzeni F.3. Bud 3 € Z(F) samoadjungované. Pak je ||5]lop nebo —||3lop
vlastni cislo zobrazeni 3. Je-li 3 positivné semidefinitni, nastane proni moznost.

Dukaz. Mnozina {z € E; ||z|]| = 1} je kompaktni, takZe lze nalézti y € F,
lly|| = 1 tak, aby ||5|lop = ||By||. Potom

0< “62y - ||6||(2)py‘|2 = <62y - ||ﬁ||(2)py7 ﬁ2y - ||6||(2)py>

= [18%y[1> = 18112, (8%, w) — 18112,y B%) + 18115, 1yl
=.J.

Uvazme, Ze plati

18%yII> < 187112, < [18lap
(B%y,y) = (By. By) = 1By = 11812, (w.8%y) = 18112,

a ||y||* = 1, tudiz

T < |1Bllop = 211813, 181155 + 118113, = 0-

Odtud
By = 18155y = (8 = 1BllopI) (B + [18llop )y = 0.

Bud je tedy (8 + ||8]lopI)y = 0, pak je y vlastnf vektor pifsluSny vlastnimu ¢islu
~1Bllop, anebo z = (84 ||Bllopl)y # 0, pak je z vlastni vektor prislusny vlastnimu
cishu | Blop.

Predpokladame-li navic, ze [ je positivné semidefinitni, pak jsou vsechna jeho
vlastni ¢isla nezaporna. (Vskutku, je-li a vlastni ¢islo, v # 0 odpovidajici vlastni
vektor, pak al[v||? = (av,v) = (Bv,v) > 0.) Vlastnim &slem zobrazeni 3 miiZe byt
tedy jenom ||3||op. Q.E.D.

Véta F.4. Bud f € £(FE) samoadjungované. Potom existuje orthonormalni base
prostoru E sloZend z vlastnich vektori zobrazeni [3.

Ddtkaz véty F.4 provedeme indukci podle m = dim E. Je-li dim £ = 1, zvolme
vektor v € E s |[v]| = 1. Potom nutné Sv = av pro néjaké a € R, takze {v} je
orthonormalni base sestavajici z vlastniho vektoru.

Necht jiz je véta dokdzana pro né&jaké m > 1, dokazme ji pro m + 1. Z tvrzeni
F.3 plyne, 7e existuje vlastni ¢islo b € R, bud vy € E, |[v1]| = 1 odpovidajici
vlastni vektor. Tvrdime, Ze [Lin(vl)]L je [-invariantni podprostor E. Vskutku,

bud u € [Lin(vl)]L, pak

(Bu,v1) = (u, Bv1) = blu,v1) =0,
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to jest Su L Lin(vy). Podle indukéniho predpokladu existuje orthonormalni base

{vg, ... yUma1} v [Lin(vl)]L sestavajici z vlastnich vektorii zobrazeni B|ipin (v, )t -
Snadno se ovéii, ze {vy,va,...Umy1} je hledand base E. Q.E.D.

Uvédomme si, ze matice 3 vii¢i basi nalezené ve vété F.4 je diagonalni; na dia-
gonale ma (realnd) vlastni ¢isla zobrazeni 3.

Dusledek F.5. Bud A symetrickd matice s redlnymi proky. Potom existuje (re-
alnd) orthonormdlni matice C (to jest, C* = C~1) takovd, Ze matice C*AC je
diagonalni. KazZdy sloupec matice C' je vlastnim vektorem matice A.

Dikaz. Necht je 3 : R™ — R™ linearni zobrazeni, jehoz matice vidi kanonické
basi je pravé A. Pak je § samoadjungované a podle véty F.4 existuje orthonormalni
base M slozena z vlastnich vektori [3; matice D zobrazeni 3 viici basi M je diago-
nalni. Bud’ C matice pfechodu od M ke kanonické basi, pak D = C~1AC. Sloupci C
jsou vektory base M, ma tedy C orthonorméalni sloupce a proto C~! = C*. Q.E.D.

Poznamka F.1. Analogické tvrzeni zifejmé plati pro komplexni hermitovské
matice A: existuje unitarni matice U tak, ze U*AU je diagondlni.

Budte \q,...,\, v8echna rtiznd vlastni ¢isla zobrazeni 3. PoloZzme

Sp(B) ={A1,..., A} (spektrum zobrazeni (3),
Vi=Ker(B—-NI), i=1,...,r,
P; = orthogonalni projektor na V;, +=1,...,r.

Piipomenme, 7e P; € Z(F) je zobrazeni spliujici Rng P; = V;, x — P, L 'V pro
vSechna x € E. 7 véty F.4 a definice projektoru se snadno odvodi, ze

Vl@"'@‘/r:Ea ZPZ:I’ (].)

=1
podprostory V;, V; jsou na sebe kolmé piii # j a
P; samoadjungované, P?=P;, P,P;=0, 1<i,j<r i#}j. (2)

MiZzeme postupovat napiiklad takto: necht jsou m(1),...,m(r) po fadé (geomet-
rické) nasobnosti vlastnich ¢isel Aq,..., A, to jest m(j) = dimKer(5 — A;I). Bud
{vi1, - o s Vim(1)s -+ 5 Urly o o+ s V() ; Orthonormadlni base slozend z vlastnich vekto-
i, fvg; = Ay, 1= 1,...,r, j = 1,...m(7). Pak V; = Lin{v;1, ..., Vim()}, kazdé
r € E ma jednoznac¢né vyjadieni

r m(i)

w=) Y (w,vi)vi

=1 5=1
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a projektor P; je dan vzorcem
P,‘ e d Z(m,vijwi]u

i=1

Pozorovani F.6. Plati

B=>Y MNP (3)
i=1

Dtkaz. Pro libovolné x € E dostaneme

r m(i) r m(i)
(Z Z L, Vij UZJ) = Z Z(xavij>ﬁvij
i=1 j=1 i=1 j=1
m(z) r
= Z)\ Z T, 05)0i = Z)\ZPZx,
=P;x

jak jsme tvrdili. Q.E.D.
Bud f : Sp(8) — R libovolna funkce, definujme linearni zobrazeni f % 3 pied-

pisem

fxB:E—E, x+—> f(\)Pua
i=1

(Oznaceni f x [ je provisorni, zakratko ho zjednodusime.) Pro n > 0 poloZme
Pn:R— R t—t".

Lemma F.7. Necht je § € L (FE) samoadjungované linedarni zobrazeni. Potom:
(a) Pro libovolnou funkci f : Sp(3) — R je f*[ je samoadjungované zobrazeni.
(b) Je-li navic f > 0 nezapornda, je f x (3 positivné semidefinitni.

(¢) Pro vsechny funkce f,g:Sp(3) — R a kaZdé b € R plati

(bf) * B =b(f x ),
(f+g)xB=[f*xB+gxp,
(fg)* 08 =(f*B)(g*PB) (4)

Specidalné, linedrni zobrazeni f x 3 a g 3 komutuji.

(d) Platipo* 3 =1 apy x5 =[.
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Dukaz. Vsechna tvrzeni jsou pfimym disledkem definice. Dokazme na ukazku
rovnost (4):

(Fx0)gx8) = (3 100R) (3 90)P)

opakované jsme uzili vztaht (2). Analogicky, (b) plyne z nasledujiciho vypoctu:
(f* B,y = FO)(Pix,x) =D FO) (P, z) =Y f(A) | Px]]” > 0.
=1 =1 =1

Nakonec, (d) je pFepisem rovnosti (1) a (3). Q.E.D.

Poznamka F.2. a) Funkce B : f — f x 3 zobrazuje prostor vSech redlnych
funkci na Sp(f3) do Z(FE). Lemma F.7(c) pravi, Zze 8 je homomorfismus vektorovych
prostort i okruhti. Nékdy je vyhodné 3 chapat jako homomorfismus prostoru vsech
realnych borelovskych funkei na R do Z(FE).

b) Je-li E prostor nad C, mizeme linearni zobrazeni f 3 definovat tymz piedpi-
sem i pro funkce f : Sp(3) — C, opét jde o homomorfismus vektorovych prostorii
i okruhii; f x 3 je vSak samoadjungované, pravé kdyz je f realnd funkce.

Lemma F.8. Bud 3 € Z(E) samoadjungované. Necht je p libovolny polynom s
redlngmi koeficienty, p(z) = Y 7 a;2’, aj € R. Potom

m

pxB=p(B) =D a;.

=0

Lemma ukazuje, Ze nova definice je konsistentni s elementarni, budeme proto
psat, jak je obvyklé, f(/3) misto f 3.
Dukaz. Vzhledem k lemmatu F.7(c) stadi ovétit, ze p, x 3 = ™. AvSak

PnxB=(pi-p)*xB=(p1*B)-(p1xp)=5",
n-krat h n-lz:“ét ’

opét podle lemmatu F.7(c), (d). Q.E.D.
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Lemma F.9. (a) Pro libovolnou funkci f : Sp(3) — R plati
1f (Blop = max ] = max{|f(X)[; i =1,...,7}.

p(
(b) Jsou-li fr, f:Sp(B) — R funkce spliujici
fo ——f mnaSp(B),

n—oo
potom

lim [|f.(3) — f(B)]|, =0

n—oo op

Dukaz. Bud iy € {1,...,r} index takovy, Ze |f(A;,)| = max|f|. Potom

1£B)lon > |1£(5 vzolH—HZf ) Prvigt]| = 17 ig) Pry i |
= 1F Qi) il = 1 iy )| = max ],

Sp(B)

K dikazu obracené nerovnosti si povSimnéme, ze
||| = Z |Pz||?, z€E.

To plyne z (1) a (2), nebot

||a:||2:<ZP:B ZP@ Z (P, Py)

t,j=1
™ ™ '

= Z (PjPiw, ) = Z(Pfx,x) = Z<Pix’ Pix)

1,7=1 i=1 i=1
r
= > Pl
=1

Analogicky vypocet pak dava

I£(3)al = Hi FO P

‘ Zf )Pz, Pjx)

i,j=1
- Zf 2o, x) < (max|f|) Z||Px||2
= (max|f|) ],
Sp(B)
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¢im7 je dikaz (a) zavrSen. Tvrzeni (b) je okamzity disledek (a). Q.E.D.

Piiklad F.1. Bud § € .Z(FE) positivné semidefinitni samoadjungované linearni
zobrazeni. Potom Sp(3) C Ry, takze funkce py/ @ t — V/t je dobfe definovéna
a nezaporna na spektru zobrazeni (3. Lze tedy definovat positivné semidefinitni
samoadjungované zobrazeni p; /5(3), pritom podle (4) plati

p1/2(5)p1/2(5) = (p1/2p1/2)(5) = .
N——

=p1

Zobrazeni p; /2(3) je zvykem znacit CRERG] \/B a nazyvat odmocninou zobrazeni [3.
(V feci matic: positivné semidefinitni symetrickd matice ma positivné semidefinitni
odmocninu.)

Priklad F.2. Necht je f € Z(E) samoadjungované a prosté, tedy 0 ¢ Sp(/3).
Pak je funkce p_; : t — t~! dobie definovana na spektru 3 a ji odpovidajici
operator p_1(/3) splije

p—1(B)B =p-1(B)p1(B) = (p—1p1)(B) =1, Bp-1(B) =1.
=Po

Je tedy p_1() = 87! inversni zobrazeni k (.
Pf#iklad F.3. Bud g € Z(F) samoadjungované, potom pro A € R libovolné

1¢:(8) = projektor na Ker(3 — AI).

Tedy 1(,3(8) = 0 pro A ¢ Sp(f3), zatimco pro vlastni ¢islo A je 11,3(3) projektor
na podprostor vlastnich vektori odpovidajicich A.

Priklad F.4. Bud g € Z(FE, F), kde E a F jsou konetnédimensionalni unitar-
ni prostory. Ozna¢me ¢g* adjungované linearni zobrazeni,”! to jest ¢* € Z(F, F)
splituje (gx,y)r = (x,9*y)p pro vSechna = € E, y € F. Potom je g*g : E — FE
samoadjungované a positivné semidefinitni, nebot

(9% gz, v)E = (gx, gv)r = (2,97 gV) E,
(g*9r,2)p = ||gzl|F >0, x,v€E,

podle definice adjungovaného zobrazeni.
Uvazujme linearni zobrazeni

g=y9li(g*g): E— F.

91Viz J. Bedvaf: op. cit., Disledek 29.6.
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Tvrdime, 7e g = 0. Je-li x € F takové, Ze g*g(x) = 0, pak (¢*gz,x)p = ||gz||% = 0,
to jest g(x) = 0. Injektivita ¢ tedy implikuje injektivitu g*g, takZe pro prosté g
nem4 g*g vlastni ¢islo 0 a 1;03(9*g) = 0. Pokud g prosté neni, pak pravé provedeny
vypocet spolu s predchozim prikladem ukazuji, 7e

Rng 1;03(9%g) = Ker(g*g) C Kerg,

proto glioy(g*g) = 0.
Oznacme

S(E) = {y € Z(E); v samoadjungované}

mnozinu vSech samoadjungovanych linearnich zobrazeni v E. . (F) je zfejmé redlny
vektorovy podprostor v Z(E) opatfeny metrikou (a,v) — ||a — ||op-

Vysledky tohoto apendixu jsou v kapitole 4 aplikovany nikoliv na pevné zvolené
linedrni zobrazeni 3, ale na progresivné métitelny ndhodny proces (/3;) s hodnotami
v.7(E). Je-li f borelovska funkce, lze pro vSechna ¢ a w definovat samoadjungované
zobrazeni f((3;(w)), neni vSak zfejmé, zda je i proces f([3;) progresivné méritelny.
Kladna odpovéd plyne z néasledujici véty:

Véta F.10. Bud f : R — R borelovska funkce. Potom je zobrazeni
S(E) — SL(E), fr— f(B)

borelovské.

Dukaz. Stac¢i ukazat, 7e pro vSechna z,y € E je 3 — (f(3)z,y) redlnd bore-
lovska funkce. Pro f = pg, p1 je dokazované tvrzeni jisté pravdivé, predpokladejme,
ze jiz vime, ze

B +— (f(B)x,y) borelovska pro kazdé x,y € FE, (5)

kdykoliv je f polynom stupné nejvySe n. Zvolme libovolnou orthonormalni basi
{v,}dmE v B. Potom

dim FE

(") = (B(8"), <6(2 ")) )

Z ﬁ Zz, U’L ﬁvi7y>7

funkce 5 +—— (f"x,v;) a 8 —— (PBv;, y) jsou borelovské podle indukéniho predpokla-
du. Plati tedy (5) i pro polynomy stupné n + 1, tim je véta dokazana pro libovolny
polynom f.
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Bud dale f : R — R spojita funkce, naleznéme polynomy ¢, : R — R tak,
aby gr — f pro k — oo bodové na R. Pro kazdé g € Z(E) podle lemmatu
F.9(b) plati limg_.~ gx(3) = f(53), tudiZ funkce 8 — (f(3)x,y) je borelovska jako
bodova limita borelovskych funkci. Je-li G C R libovolnd oteviend mnozina, pak
existuji fr € €(R) spojité takové, 7e 0 < fr /" 15 na R. To opét implikuje, Ze

fe(B) —— 1g(B) pro kazdé g€ Z(E),

k— o0

tudiz i funkce 3 — (15(F)x,y) je borelovska. Systém mnoZin
% ={Ae BR); Ve,ye E B+ (14(B)x,y) borelovska}

je o-aditivni a obsahuje systém vSech otevienych mnozin uzavieny na konec¢né prii-
niky; podle Dynkinova lemmatu 2 = #(R). Okamzitym disledkem je borelovska
méfitelnost funkce 5 —— (s(3)z,y), kdykoliv je s : R — R jednoducha borelovska
funkce.

Nakonec predpokladejme, Zze f je libovolna borelovska funkce. Jelikoz Ize nalézti
jednoduché borelovské funkce s, : R — R tak, 7Ze s, — f na R pii k£ — o0,
mizeme diikaz zavrsit ziejmym zpusobem. Q.E.D.
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